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1. FORMULA DE NEWTON EN
DIFERENCIAS DIVIDIDAS

Sea pg(x) el polinomio de interpolacion en los puntos zg, x1, . .., z; (grado maximo = k).
Considerando pg(z), pr—1(x) y su diferencia :

Qk(x) = pk(l‘) - pkq(l’)
vemos que para los puntos xg, 21, . .., Zy_1 tenemos que :
pr—1(zi) =yi = pr(zy), 0<i<k—1

y también que para el siguiente punto xj tenemos que pg(xy) = Yk, sin conocerse el
valor a priori que pueda tener py_i(xy).
Por tanto, el polinomio g (z) verifica :

qe(xi) = pr(x;) —pr—1(z) =vi —v:, =0, 0<i<k—1

Ahora bien, gx(z) es un polinomio de grado maximo k ya que es la resta de dos
polinomios, px(x) de grado k y pr_1(z) de grado k — 1 y segin se acaba de ver se anula
en los k puntos anteriores tiene con lo cual se puede expresar de la siguiente forma :

k—1

qr(z) = ap(z — xo)(x — 1) -+ (. — TR_1) = ay, H(x — ;)

=0

Por otra parte, en el punto z; se cumple :
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Qk($k) = pk(ivk) - pk—l(xk) = ak(ﬂik - $0)($k - 551) T ($k - $k—1)

y despejando entonces ay de ésta iltima identidad tenemos :

Yr — pr—1(xr)
(x —zo)(z — x1) -+ (& — 1)

ap =

con lo cual podemos poner :

Pr(r) = pr—1(2) + ()

donde lo que parece complicado es calcular el ay, que serfa el coeficiente de ¥ en el
polinomio pg(x) pero para esto se puede utilizar las diferencias divididas:

Definicién 1. Dada la funcion f de la cual se conoce su valor en los puntos xg, 1, . . ., Tk,
se llama diferencia dividida de f en los puntos xg, 71, ..., al valor a;, = f[xg, X1, - , Xk

y se calcula recursivamente como sigue : --

flei] = flz) =wi
flziva] = floi]

Tit1 — T4

flwi, xip] =

f[$i+1a Lig2, " »xi—i-k] - f[xiami—&-lv ce 7Iz‘+k—1]

Titk — Tj

f[l’i,l’wrl, co 7xi+k] =
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Lema 1.1.

f[$i+17$i+2» T 7$i+k] - f[mhxi—i-la co 737i+k—1]

Tivk — T4

f[xi;$i+1, T ;$i+k] =

Demostracion. Sea p;(x) el polinomio de grado < j que coincide con f(x) en los puntos

Ti, Tit1, ..., Tiy; ¥ Sea qr_1(z) el polinomio de grado < k — 1 que coincide con f(x) en
los puntos x; 1,9, ..., x; . Entonces :
T — T Tivk — T
p(x) = ——— @—1(x) + ——— pr_1(x)
Tivk — Xy Tivk — Xy

es un polinomio de grado < k que verifica :

p(z;) = f(x;), paraj=ii+1,....i+k

ya que :

. LTitk — Xy
Para i : p(z;) = Tk 0 pr—1(x:) = vi = f(z1)
Titk — T4
. Tipk — Ty
Para i+ k : p(zi4p) = —+Z . W1 (Tirn) = Yirk = f(Tivk)
itk — T

yparacada j=i+1,...,i+k—1:

XTj— T Livk — Tj

A
prj) = —— qr—1(x;) + Pr-1(x;) =
() = 2 @ (@) + 2 P (@)
D Tk T ST T Ty

J
Titk — T4 Titr — T4 LTitk — Ty
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Por tanto, por la unicidad del polinomio de interpolacién, tendremos que p(z) = pr(x) y
entonces

floi, wiz1, - -+, x4k = coeficiente término principal de pg(z) =

_ coeficiente término principal de gz_i(z)  coeficiente término principal de py_1 ()

Litk — Ly Tivk — T;
_ flwisy, @ive, i) — [l @i, - ]
Litk — Li

., Cémo organizar el calculo de la tabla de diferencias divididas?

Ejemplo. El cédlculo de las diferencias divididas para cuatro puntos se ordenaria como
sigue :

Solucion:

To — Yo = f[Xo] \‘

f[Xo,Xl] \
1 — Y1 = f[ﬁl] / f[XOuX17X2] N

f[$17x2] /! f[X07X1,X2,X3]
Ty — Y2 = f[iUQ] f[9€1,552,5€3] /!

f[xz,ﬂcs]

r3 — Y3 = f[$3]
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Podemos abordar entonces el cédlculo del polinomio de interpolacién en los puntos

(0, Y0), (T1,91),(T2,Y2),- - -, (Tn, yn) de la siguiente forma :

po(z) = ao = flzo] = f(z0) = Yo

pi(x) = po(z) + ar(z — x0) = flwo] + ar(r — o) = flxo] + flx0, 21](7 — 20)
p2(x) = p1(2) + az(z — mo)(x — 21) = flwo] + a1(z — zo) + az(z — zo)(x — 1) =

flzo] + flzo, 1](x — o) + flwo, 21, 2] (2 — 0) (T — 1)

po(z) =ap + ar(x — zo) + ag(x — zo)(x — 1) + -+ ap(x —z)(x —21) ... (T — (1) =
pn() = flxo] + flxo, x1)(z — x0) + flxo, 21, 2] (T — 20) (T — 21) + - - -

+ flro, 1, xn)(x — zo)(x — 21) .. (. — Ty q)

o también de forma maés concisa :

pn(z) = Zf[$07$1a---7$i] 1:[ (z_xj>

que se denomina férmula de interpolacion de Newton en diferencias divididas.

Para la evaluacion del polinomio de interpolacién en su forma de Newton en diferencias
divididas p,(x) = flxo] + flxo, z1](x —x0) + -+ flxo, 1, . . .y | (x —20) (T —21) -+ - (2 —
Zp—1) usaremos el anidamiento del esquema de Ruffini-Horner :

pn(2) = (- (an(z — 2po1) + an-1)(z2 — Tp_a) + -+ a1)(z — xo) + ag
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para la evaluacién en un punto z, y donde se ha puesto a = flxo, ..., xx].
Obsérvese que se necesitan n productos y 2n? sumas/restas.

Ejemplo. Obtener una féormula para la suma de los cuadrados de los primeros niimeros
naturales.
n
y 1)(2n+1 . .,
Solucién: Sabemos que > k? = w y como queremos obtenerla por interpolacién
k=1

construimos un conjunto de valores segun los diferentes valores de n. Como el polinomio
ha de ser el mismo para cualquier posible ordenacién de los puntos, elegimos el siguiente
orden:

n Y  flrozig]  flrs i, viae] flre o migs] flre o @)
3— 14
9

2— 5 23/6

50/3 1/3
5 — 55 19/6 0

54/4 1/3
1— 1 23/6

29/3

4 — 30
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El polinomio es por tanto:

p(x) =14 +9(x — 3) + §(95 =3)(z—2)+ %(m = 3)(z—2)(x—5) =

6
1
2084327+ 6x  ax(x+1)(2z+1) (1)
B 6 B 6
como cabria esperar. [ |
Ejemplo. Obtener por interpolacién el valor para x = 3 conocidos los valores o = 0,y = —1;

Ir1 = 1,y1 = O, To = 27y2 = 7, T3 — 4,y3 = 63.
Solucion:
Por la féormula de Newton tenemos, sustituyendo ya el valor z = 3 :

X Y floi, i) fli i, ige)  fla, ., 2igs)
0 -1

1
1 0 3

7 1
2 7 7

28

4 63

El valor del polinomio es por tanto:

p(3) = —1+ 1.(3) + 3.3.(2) + 1.(3).(2).(1) = 26 2

que es lo mismo que se obtuvo con Lagrange, l6gicamente. [ |

~—
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2. PROBLEMAS

Problema 1. Los siguientes datos estan tomados de un polinomio de grado < 5. ;Cual
es el grado del polinomio?

1 2 3
1 7 25

x| -2 -1 0
1

Problema 2. Determinar el nimero de sumas/restas y el nimero de productos/divisiones
que se necesitan para:

1. calcular las diferencias divididas para n 4+ 1 nodos.
2. calcular (eficientemente) el polinomio de Newton, una vez se conocen las diferencias
divididas.
PrROBLEMA 3. Construir la tabla de diferencias divididas para los puntos

x | -02 ] 05 | 01 | 07 | 00 |
f(x) [ 1.3940 | 1.0025 | 1.1221 | 1.0084 | 1.1884 |

y usarla para estimar f(0.15) usando:

a) el polinomio de grado dos obtenido con los tres primeros puntos

b) el polinomio de grado dos obtenido con los tres ltimos puntos

(a)
(b)
(c) el polinomio de grado tres obtenido con los cuatro primeros puntos
(d) el polinomio de grado tres obtenido con los cuatro dltimos puntos
(e)

e) el polinomio de grado cuatro
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Soluciones a los Problemas

Problema 1.
La tabla de diferencias divididas es:

Xy flrowia] flrszi el flre o mis] flr o Tl

-2 -5
6

-1 1 3
0 1

0 1 0 0
0 1

1 1 3 0
6 1

2 7 6
18

3 25

y por tanto el polinomio tiene grado tres, siendo éste:

px)==>5+6(r+2)+3x+2)(z+1)+1(z+2)(x+ 1)z =
= —r+1

como se puede constatar a partir de los nodos dados.
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Problema 2. Probar que es una férmula de O(n?):

El nimero de sumas/restas necesarias para calcular las diferencias divididas es n(n+1)
y el de divisiones es la mitad n(n + 1)/2.

Para evaluar eficientemente el polinomio en su forma de Newton:

pu(x) = flzo] + flzo, 71](x — 20) + - + flwo, 21, - . o, ) (2 — T0) (T — 1) - (7 — 2y 1)

son necesarias 2n sumas/restas y n productos, ya que se considera el anidamiento del
esquema de Ruffini-Horner :

pn(2) = (- (an(z — Tp-1) + an1)(z2 — Tp_o) + -+ +a1)(z — xo) + ag

para la evaluacién en un punto z, y donde es ay = f[xo,. .., Tgl.
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Problema 3(a) 1.0919
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Problema 3(b) 1.0973
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Problema 3(c) 1.0941
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Problema 3(d) 1.0951
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Problema 3(e) 1.0920. El valor real es f(0.15) = 1.0956, ya que los valores corresponden
a la funcién:

1
f@) = sen(x + 1)
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