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Capitulo 1

INTRODUCCION

1.1 EVALUACION DE POLINOMIOS Y SUS DERIVADAS

Sea el polinomio

p(z) = E a;xr' = ag+ ax+ -+ ax”
i=0
del cual queremos determinar su valor en un punto xg, o sea, calcular el valor de p(x).
El calculo término a término en orden creciente de n puede resultar laborioso para valores

k

elevados de n : si cada factor 2" se calcula haciendo k& — 1 multiplicaciones repetidas de =,

el calculo de p(z) requiere n(n + 1)/2 multiplicaciones y n sumas.

k=1 entonces

Por otro lado, si cada factor z* se calcula por multiplicaciones sucesivas de z.x
se necesitan 2n — 1 multiplicaciones y n sumas.

Sin embargo, si se usa la forma encajada de p(x) :
p(l’) = (( v (anx + anfl)x + -+ al)x + ay

solo se necesitan n multiplicaciones y n sumas.

Por ejemplo, paran =4 :

p(x) = (((aax + a3)x + az)x + a1)x + ag

Este procedimiento fué descrito por W.G. Horner en el siglo XIX! aunque Newton habia
hecho uso de la misma idea 150 afos antes (1669).

Ejemplo : Sea p(z) = 32% — 222 + 2 — 2, 7y =2

!Philosophical Transactions, Royal Society of London 109 (1819), 308-335



Z EVALUACION DE POLINOMIOS Y SUS DERIVADAS

3 2 1 -2

203 4 9 [16]

y por tanto es p(2) = 16. El algoritmo queda :

Algoritmo 1 Ruffini-Horner(a,x)

1«—mn, v—:2~0

V—v*T+a;, t—1—1
si 7 > 0 entonces
ir a paso 2

fin si

A

escribir v

y si llamamos t1,1s,t3_5 v tg a los tiempos que se requieren para la ejecucion de los pasos

anteriores, el tiempo total T" necesario para la ejecucion del algoritmo de Horner es :

T = tl -+ t6 + (tQ + t3_5)(n + 1) = (tl + tg -+ t3_5 + tﬁ) -+ (tg + t3_5)n =mi + mon = O(n)

y por tanto utiliza “tiempo lineal”| ]

Por otra parte, Ostrowski? ha demostrado que para n < 4 éste esquema es el que pre-
cisa de un numero minimo de operaciones. Para polinomios de grado superior, existen
esquemas| | que requieren menos de 2n operaciones, sobre todo cuando p(x) se tiene
que evaluar muchas veces.

La secuencia de los valores calculados durante la evaluacién de p(x) para un determinado
argumento z = x, estd intimamente relacionada con la de eliminar el factor (z — z¢) de
p(z) por medio de la divisién sintética.

Utilizando la notacion anterior, sea :

bn = Qp,

bi =biy1z0+a;, i=n—-1n-2,---,1,0

entonces la secuencia de los valores b; es tal que se corresponde con los coeficientes del

polinomio de grado n — 1, cociente de dividir p(z) por (z — xg), y ademés by = p(zo) :

Ry

(x — xp)

2Studies in Mathematics and Mechanics Presented to R. Von Mises, pp. 40-48, Academic Press, New
York, 1954

p(x)

(z — mo) — p() = (¥ = 20)ga1(7) + o

= gp_1(T) +
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siendo Ry constante y realizando la divisién de forma directa o bien identificando los

términos de igual exponente en x en ambos lados de la ecuacién anterior se puede ver que:

n-1(x) = bp2" ' 4 bp_12" 4 -+ byx + by

y Ry = by = p(xg). Si ahora dividimos ¢,,_1(z) por el factor (z — xg) de igual forma se

obtiene un polinomio ¢,_»(x) de grado n — 2 con un resto R; tal que :

Gn-1(7) = ( — 20)gn—2(x) + Ry

y escribiendo ¢,_2(x) de la forma:

Gn—2(2) = a2 8" 4 T+ 0

por analogia podemos escribir :

Cn:bm
Ci:CiJrl.ﬁEo—l-bi, i:n—l,n—Q,---,l

donde ¢; = Ry = ¢,,_1(x0). El polinomio original se convierte en

p(z) = pu(®) = (. — 20)*@n_2(x) + (x — 20) Ry + Ry

y su derivada primera es :

P (x) = 2( = 20)gu-2(x) + (x — 20)°q), _(2) + R
de forma que p'(zo) = Ry = ¢1.
Siguiendo con el proceso para g, o(z), su divisién por (z — xy) dard origen a un nuevo
polinomio ¢,,_3(z) de resto Ry y asi sucesivamente, de tal forma que el polinomio original

puede escribirse en la forma :

p([E) = pn<x) = (3? - l’o)an + (.27 - xO)n_an—l + -+ (1: - -TO)Rl + RO
y por lo tanto:
p(rg) = Ro,  p'(w0) = Ri,  p"(x0) = 2Ry, etc. y en general
p(k)(mo)
Kl

Ejemplo : Para calcular el valor del polinomio p(x) = 3x*+2x® — 2%+ 22 —5 y sus derivadas

Ry, = k=0,1,...,n.

en xo = 2 construimos el esquema :
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26

3 2 -1 2 =5
213 15 32 59
3 14 43 118
3 20 83

3
3

Por tanto, como Vp(x) € R[z] es p(z) € C*(IR), esto nos da una posibilidad de encontrar
rapidamente el desarrollo de Taylor en potencias de (z —z) para cualquier polinomio p(x):

Si es
(0 (5, )
o) = 3 T )

k=

o

teniendo en cuenta que p* (o) = 0,Yk > n A Vo y que Ry = p®(20)/k! tendriamos :

p(x) =) Ri(z —zo)*

donde los Ry vendrian dados por el algoritmo de Ruffini-Horner.

Ejemplo : Para el polinomio anterior tenemos :

p(z) = 3z* + 22% — 2% 4 22 — 5 = (en potencias de z — 2) =
=3(z —2)" +26(z — 2)° +83(x — 2)* + 118(x — 2) + 59 = (1.1)
= 3y" + 26y° + 83y” + 118y + 59 = p(y),
haciendo el cambio de variable y = x — 2.

Anslogamente, a partir de la tltima expresién de p(z) = 3(x — 2)* + 26(x — 2)3 + - -+ + 59

podemos obtener también por Ruffini-Horner su desarrollo en potencias de x = (z — 0) :

-213 26 &3 118 59
3 20 43 32 -5
3 14 15 2
3 8 -1
3 2
3

Por tanto, el algoritmo de Ruffini-Horner definitivo para la determinacion del valor de un

polinomio y sus derivadas en un punto zy queda de la siguiente forma :

6
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Algoritmo 2 ALGORITMO DE RUFFINI-HORNER
. para todo j tal que 0 < j < n hacer

bj — aj
. fin para

. para k =0 hasta n — 1 hacer

bj — b]' + g * bj+1

1
2
3
4
5. para j =n — 1 hasta k hacer
6
7. fin para

8

. fin para

siendo los b; los R; anteriores, para 0 < j < n.

Por tanto, el método de Horner requiere (n? 4+ n)/2 multiplicaciones y (n* + n)/2 sumas.

1.2 ERRORES Y APROXIMACIONES

Veamos ahora algunos conceptos sencillos que nos ayudaran a desarrollar el temario de éste

curso, que aunque son conocidos por todos, estan carentes de una apropiada formulacion.

1.2.1 Cifras significativas

Un digito significativo de un nimero aproximado es cualquier digito no nulo, en su re-
presentacion decimal, o cualquier cero que no sea utilizado como indicador posicional del
punto decimal.

Las cifras o digitos significativos son aquellos que se pueden utilizar “con confianza”.

Nos queda por definir el concepto de digito exacto. Se dice que los n primeros digitos
decimales de un nuimero aproximado son exactos si la diferencia, en valor absoluto, entre
el nimero aproximado y exacto no excede de media unidad del digito decimal situado en
n-ésimo lugar, contando de izquierda a derecha.

Si la magnitud del error en T no excede de %10_t entonces T se dice que tiene t decimales
correctos.

Los digitos de & que ocupan posiciones donde la unidad es mayor o igual que 10~* se llaman

digitos significativos (no se cuentan ceros iniciales).

Ejemplo 1. 0.0012344-0.000004 tiene cinco decimales correctos y tres digitos significativos
mientras que 0.001234 £ 0.0000006 tiene 4 decimales correctos y 2 digitos significativos.

7
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Por lo tanto, si en lugar del niimero exacto A se toma como aproximacién el nimero a se

sabe que
1
A=|A—-a| < 510_”

entonces, por definicion, los n primeros digitos decimales de dicho niimero son exactos.
Por ejemplo, con respecto al nimero exacto A = 35.97, el nimero a = 36.00 es una
aproximacién con un digito decimal exacto, ya que |A —a| = 0.03 y 0.03 < 0.5 x 10}

Si estamos trabajando con numeros aproximados, a veces es necesario redondear éste
nimero, es decir, reeemplazarlo por un nimero que tenga a; que tenga un menor nimero
de digitos significativos. Este nuevo niimero a; tiene que ser elegido de tal forma que el
error de redondeo |a; — a| sea minimo.

Para efectuar el redondeo de un niimero a n digitos significativos, han de eliminarse todos

los digitos a la derecha del digito significativo de lugar n, o se reemplazan por ceros. Al

realizar ésta operacién, han de tenerse en cuenta :

1. Si el primer digito despreciado es menor que 5, los digitos restantes se dejan como

estan.

2. Si el primer digito despreciado excede de 5, se anade una unidad al ultimo digito de

los que quedan.

3. Si el primer digito despreciado es exactamente 5 y hay digitos no ceros entre los

despreciados se anade una unidad al ultimo digito conservado.

Sin embargo, si el primer digito despreciado es exactamente 5, y el resto de los digitos
despreciados son ceros, el ultimo digito conservado se deja como estd si es par, y se

incrementa una unidad si es impar.

Ejemplo 2. Se pide redondear el nimero m = 3.1415926535 a cinco, cuatro y tres cifras

significativas.

Para cinco cifras significativas y exactas :

3.14159; |7 — 3.14159| ~ 2.6 x 107¢ < 0.5 x 107°
Para cuatro cifras significativas y exactas : 3.1416; |7 — 3.1416] ~ 7.3 x 1075 < 0.5 x 10~*
Para tres cifras significativas y exactas : 3.142; |7 — 3.142| ~ 4 x 107* < 0.5 x 1073

1.2.2 Exactitud y precision

Antes de entrar con las definiciones que existen del error, vamos a definir dos parametros

que nos permitirdan caracterizarlo :



Aumento de la exactitud

\

Aumento de la precision

(d)

Figura 1.1: Exactitud y precision

Exactitud Nos indica lo cerca que esta un valor, ya sea calculado o medido, del verdadero

valor.

Precisién Nos indica lo cerca que estan unos valores de otros, ya sean calculados o medidos
a través de la aplicaciéon repetida de un método. De ésta forma la precision nos indica
lo separados que resultan los datos a la hora de hacer diferentes calculos por el mismo

método.

Cuando disenemos un método numérico nos debemos asegurar que éste sea bastante preciso,
ya que un método que aplicado repetidas veces vaya dando resultados alejados entre si no es
fiable. De aqui en adelante, en las consideraciones que hagamos sobre el error iran incluidos

ambos aspectos, ya que nuestro objetivo sera describir estos de una manera cuantitativa.

1.3 ERRORES. SU DEFINICION

Los errores numéricos, como hemos visto en apartados anteriores, aparecen al usar aproxi-
maciones para representar cantidades y operaciones matematicas exactas. En las siguientes
medidas cuantitativas irdn incluidos tanto los errores de redondeo como los errores de trun-
camiento, que serd definido mas tarde. Para cualquier tipo de error que puede aparecer en

una cifra aproximada se puede definir la siguiente relacién :



2 ERRORES. SU DEFINICION

Valor verdadero = Aproximacion + Error
Teniendo en cuenta la expresién anterior, podemos llegar a la conclusion de que el error

numeérico es la diferencia entre el verdadero valor y la aproximacion :

E,= Valor verdadero — Aproximacién
En éste caso, el subindice v quiere indicar que éste error es el verdadero.
El problema que plantea la definicién anterior de error es que no tiene en cuenta la magnitud
de las cantidades involucradas. Este hecho a veces resulta importante, ya que no es lo
mismo cometer un error de un centimetro al medir un puente que a la hora de medir un
tornillo. Para evitar esto, se normaliza el error cometido al verdader valor, obteniéndose

el error relativo :

E,
Valor verdadero
El error relativo se puede multiplicar por 100 y se obtiene entonces el error relativo

r —

porcentual :

E,
~ Valor verdadero

e, x100 = E, x100

Ejemplo 3. Supongamos que medimos un puente y un tornillo y resultan con 9999 cm y

9 cm respectivamente. St los verdaderos valores son 10000 cm y 10 cm :

tenemos que E, = [10000 — 9999 = 1 cm = |10 — 9] como error absoluto en los casos y
1

sin embargo E, = 15055 % 100% = 0.01% en el primer caso y E, = £ x 100% = 10% en el
segundo de los casos.

En las definiciones anteriores el subindice v indicaba que el error era calculado a partir del
verdadero valor del niimero exacto. Sin embargo, raramente esa cantidad estara disponible.
En los métodos numéricos, el verdadero valor sélo lo conoceremos cuando las funciones con
las que tratamos puedan ser resueltas analiticamente. Esto ocurrird en general cuando los
sistemas sobre los cuales estamos trabajando sean simples, pero tratando con sistemas que
nos podemos encontrar en el mundo real, el error no se podré conocer con exactitud, ya
que no se dispone del verdadero valor. En estos casos, una alternativa es normalizar el
error usando la mejor aproximacion posible al verdadero valor, que es la aproximacién en
sl misma :

Error aproximado
€a =

x100

Aproximacion
donde ahora el subindice a indica que el error es normalizado con un valor aproximado. El

problema que nos planteamos ahora es como calcular el error, si no conocemos el valor del

10
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objeto de estudio. Este problema es uno de los desafios con los que nos vamos a encontrar en

el andlisis numérico, ya que una buena estimacién del error nos puede ayudar a decidir como
de bueno resulta un método respecto a otros. Por ejemplo, algunos métodos numéricos usan
un esquema iterativo para calcular una solucién (en éste tipo de esquemas, la aproximacién
actual es calculada a partir de una que se ha calculado con anterioridad); éste proceso de
calculo sucesivo de aproximaciones se sigue para obtener aproximaciones cada vez mejores.
En estos casos el error es estimado como la diferencia entre dos aproximaciones sucesivas,

con lo que el error relativo porcentual se puede expresar como :

aproximacion actual — aproximacion anterior

x100

€a = : v
aproximacién actual

Lo tnico que nos queda por discutir acerca del error es su signo. Lo que nos va a interesar en
la mayoria de los casos no va a ser su signo, sino su magnitud, es decir su valor absoluto,
ya que generalmente ésta medida se utilizarda para compararla con una tolerancia que
pondremos como limite de precisién, y que nos indicara qué es lo que vamos a considerar
una buena aproximacion.

Los siguientes teoremas relacionan el error relativo con el nimero de cifras significativas y

han sido de amplio uso. Para las pruebas correspondientes véase | ].

Teorema 1.3.1. (Scarborough)

1

5<1gw — €l nimero es correcto

St el error relativo de cualquier nimero no es mayor que

a n cifras significativas

Teorema 1.3.2. (Scarborough)
Si la tolerancia t = (0.5 x 10°™™)% y |e,| < t = el resultado es correcto al menos a n

cifras significativas

Ejemplo 4. Sabemos que ¢* = 1 + x + 5;—? + -+ L Queremos calcular *

, con valor
verdadero 1.648721271. Anadir términos hasta que el €, esté por debajo de una tolerancia

€5 establecida a priori que nos asequre tres cifras significativas.

Para que sea correcto al menos a tres cifras significativas ha de ser t = (0.5 x 10>73)% =

0.05%

11



Z ERRORES DE REDONDEQO

No. términos Aproximacién €, = (val.verd. — aproz)/valverd %  €,%

1 1 39.3

2 1.5 9.02 333

3 1.625 144  7.69

4 1.645833333 0.175  1.27

) 1.648437500 0.0172  0.158
6 1.648697917 0.0142 0.0158

Después de que se consideren seis términos, el error relativo aproximado porcentual es
menor que 0.05%, y el cdlculo termina. Nétese, sin embargo, que el resultado es exacto a
cinco cifras significativas, en lugar de tres, que era lo solicitado. Esto ocurre debido a que
las féormulas que estiman el error cometido son conservadoras, lo que significa que aseguran

que el resultado obtenido sea al menos tan bueno como lo especificado.

1.4 ERRORES DE REDONDEO

La principal causa de los errores de redondeo es debido al hecho de que los ordenadores
retienen un numero fijo de cifras significativas.

Para apreciar bien éste efecto entraremos en la representacién de los niimeros reales en el
ordenador. Las cantidades fraccionales en el ordenador se presentan en el formato de coma
flotante, en el que el nimero es representado por una parte racional, denominada mantisa

y por otra entera, que es el exponente, como :
m * b°

donde b es la base del sistema de numeracion utilizado. Generalmente esto se suele alma-
cenar en varias palabras de ordenador, donde se utilizard un bit para expresar el signo de
la mantisa, los siguientes se utilizan para expresar el exponente, y el resto para la man-
tisa. Consideremos el siguiente ejemplo : supongamos una maquina hipotética que tiene
un conjunto de nimeros en coma flotante almacenados en una palabra de siete bits. Se
empleard el primer bit como bit de signo, los siguientes tres bits son el signo del exponente
(1 bit) y el propio exponente (2 bits), y los restantes corresponderan a la mantisa, ver
figura 1.4. Para evitar ambigiiedades en la representacion la mantisa es expresada en su
forma normalizada, es decir, que el primer digito que se encuentre a la derecha del punto
decimal sea distinto de cero.

El niimero mas pequeno que podemos formar en ésta maquina imaginaria es :

12
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0 1 1 1
signo del signo del  exponente mantisa
namero exponente

Figura 1.2: Representacion en coma flotante

0111100 =1 x 27" %273 = 0.0625

Evidentemente pueden existir otras mantisas mas pequenas : 000,001, ... pero la mantisa
100 es la menor posible si tenemos en cuenta la normalizacion.

Los siguientes niimeros que le siguen en magnitud son:

0111101 = (1 x 27" +1 x 27%) x27% = 0.078125
0111110 = (1 x 271 4+ 1 x 272) ¥ 27 = 0.093750 (1.2)
0111111 = (1 x 27 +1x 27241 x 273) % 27% = 0.109375

Se puede observar que los nimeros correspondientes en base 10 estan espaciados en una

cantidad 0.015625.

El siguiente nimero en la escala se consigue decrementando en 1 el exponente:
0110100 = (1 x 27 1) %272 = 0.125

donde la distancia con el anterior permanece igual a la anterior, pero si incrementamos
nuevamente la mantisa el paso entre niimeros consecutivos es ahora de 0.03125, ya que
cada incremento en base 2 pasa a ser un incremento de 272%272 (incremento entre niimeros
consecutivos multiplicado por el exponente actual).

Siguiendo éste esquema podemos llegar al niimero mas grande que podemos representar,

que es :

0011111 = (1 x 2P +1x224+1x2%) %2> =7

Podemos entonces extraer las siguientes conclusiones :

13
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ERRORES DE REDONDEQO

1. Sélo existe un rango limitado de cantidades que pueden ser representadas.

Con ésta representacion en coma flotante, no sélo tenemos limitado el conjunto de
nimeros en su limite superior, sino que ademas tenemos un intervalo entre el cero y

la primera cifra representable que no puede ser usada en ésta representacion.

Dentro de un determinado rango de representacion, sélo existe un niimero
limitado de cantidades que pueden ser representadas. Este hecho nos indica
que el grado de exactitud esta limitado. Obviamente, los ntimeros irracionales no
pueden ser representados en éste formato, y ademas, los racionales sélo lo pueden ser
hasta un determinado niimero de digitos. Los errores cometidos por aproximar estos
dos casos a la representacién en un ordenador se denominan errores por cuantizacion,

y se pueden realizar de dos maneras:

i) Representando sélo aquellos digitos permitidos por la representacion, cortando
aquellos que no pueden ser representados (como veremos mas adelante, esto
puede ser considerado como un tipo de truncamiento). Si consideramos que el
tamano del intervalo m entre los ntimeros en ésta representacién es de Ax, con
éste tipo de representacién siempre asociaremos al niimero exacto aquel niimero
que ocupa el extremo inferior del intervalo, cometiendo de ésta manera un error

maximo de Az.

ii) O bien, ademds de truncar, podemos producir un redondeo del nimero para
asociarle aquel numero, que dentro de la representacion, sea mas préximo al
nimero exacto. Si tenemos en cuenta éste tipo de aproximacién, el error maximo

que podemos cometer es de Az/2.

3. El intervalo entre nimeros Az se va haciendo mas grande a medida que

va aumentando la magnitud de los nimeros.

Esta caracteristica permite a la representacion en coma flotante mantener el mayor
numero de cifras significativas a costa de hacer el error de cuantizaciéon sea propor-
cional a la magnitud de los niimeros representados. Este hecho se puede expresar de

la siguiente manera :

|Ax| € en el caso de truncamiento

|z €/2 en el caso de redondeo

14



Donde € es denominado épsilon-mdaquina y su valor es € = b*~*, siendo b la base del
sistema de numeracion utilizado y ¢ el nimero de digitos significativos de la mantisa,

y nos indica cial es el maximo error que podemos cometer al cuantizar.

1.5 ERRORES DE TRUNCAMIENTO

Los errores de truncamiento son aquellos que aparecen cuando se utilizan aproximaciones
en lugar de procedimientos matematicos exactos.

Para profundizar méas en éste tipo de error y conocer las expresiones que lo definen, en-
traremos en el estudio del método mas utilizado de aproximacién funcional, el desarrollo
en serie de Taylor. El teorema de Taylor afirma que si una funcién f y sus primeras n + 1
derivadas son continuas en un intervalo (z;,z;11), el valor de la funcién en un punto z

perteneciente a dicho intervalo es :

Fo) = Fla) + Pa)e - o)+ 20w PO e g,
donde R,, es el resto, definido como :
1 x n+1
R, = ] /x (x—t)"f"* Y (t)dt obien: R, = (J;T(f))‘(x — ;)"

En general, una serie de Taylor de orden n sera suficiente para aproximar de manera
exacta un polinomio de orden n, ya que para éste tipo de funciones las derivadas por
encima del orden n son 0, y por tanto el término del error de truncamiento se anula. Sin
embargo, existen otras funciones continuas y diferenciables para las cuales el desarrollo en
serie por un numero finito de términos no nos dan aproximaciones exactas, y por lo tanto,
cada vez que se anada un nuevo término a la serie conseguiremos una aproximacion mas
exacta. Aunque éste problema es bastante comun,es verdad que para la mayoria de las
funciones que aparecen, es suficiente considerar una buena aproximacién donde aparezcan
pocos términos. El problema radicara en saber escoger el nimero apropiado de términos
para que la aproximacion no sobrepase una determinada cota de error. Evidentemente éste
problema se podria solucionar utilizando la férmula de error que anteriormente describimos.

Pero aparecen algunas cuestiones que hay que considerar :
1. No se sabe con exactitud cual es el valor exacto de &

2. Se necesita calcular la derivada de orden n 4 1 de la funcién f(x) y algunas veces ni

siquiera se conoce la propia f(z) .
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> PROPAGACION DEL ERROR

A pesar de los inconvenientes es util de alguna manera una expresién que nos facilite una
estimacion del error que estamos cometiendo. Si denominamos h al tamano del intervalo
sobre el que estamos realizando la aproximacién, el término del error puede ser expresado

de la siguiente forma :

fn+1 (5) hn—i—l

" (n+1)!

es decir, proporcional al tamaifio del intervalo y se representa como O(h"™!). Esta notacién
es de gran utilidad, ya que nos permitird comparar dos métodos basados en la aproximacién
de Taylor. Por ejemplo, un método que presente una estimacién del error de O(h?) serd
mejor que uno que presente un error de O(h), ya que no solo indicamos que para un mismo
tamano de intervalo el primer método es mas exacto,sino que ademas, si reducimos el
tamano del intervalo para hacer el error mas pequeno, éste se reducirda en mayor cantidad
en el primer método. Por ejemplo, si reducimos el tamano del intervalo en la mitad, el

error en el primer método se reducird en 1/4, mientras que en el segundo lo hara en 1/2.

1.6 PROPAGACION DEL ERROR

Hasta ahora lo que hemos visto es el error que cometemos al realizar aproximaciones, es
decir, errores que se cometen al intentar representar cantidades y calculos mateméticos
exactos por aproximaciones. Ahora lo que intentaremos analizar es el error que se comete
cuando se intenta evaluar una funcién donde las variables que se utilizan para su evaluacion

estan sujetas a error. Para ello supondremos que queremos evaluar la siguiente expresion:

N = f(ug,ug, ..., uy) (1.3)
donde las variables independientes wuy, us, . . ., u, estan sujetas a unos ciertos errores
Auq, Aus, ..., Au, los cuales afectan al valor de N de la siguiente forma:
N+ AN = f(u + Auy, us + Aug, . .., uy + Auy,) (1.4)
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Para encontrar AN desarrollaremos en serie de Taylor el segundo miembro de la expresion:

N+ AN = f(us + Aug,ug + Aug, ..., up + Auy,) = fug, ug, ... up)+

of of of
Aup—— 4+ Aug—— A, ——
+ u181+ u262+ -+ unaUnJr
1 Nk f L O f 0? O
(1.5)
Si consideramos que Auy, Aus, ..., Au, son pequenos, podemos despreciar los términos de

segundo orden y superiores. Si ahora restamos la expresién (1.3) de la (1.5) obtenemos :

of of of
Aty —— Au,
ouq + 28u2 tot 8un

AN = Auy——

En la expresion anterior, los signos de cada uno de los sumandos pueden hacer que en algiin
caso el error se cancele. Puesto que estamos intentando encontrar una cota del mismo, nos

conviene considerar la expresion anterior en sus errores absolutos :

E, = |AN| < [Auy] - f)+|A2| f)+ | Ay -

‘8 ‘6 ‘gun

Esta expresién del error nos define el error en valor absoluto que se comete cuando en las

variables se producen los errores anteriormente indicados. Una medida mejor seria utilizar

el error relativo :

A'UQ
N

Aun
N

of
0u2

af

TR
aun

‘ Aul

B = |5 <

3u1

Ejemplo 5. Para el caso de una variable : Dado un valor de T = 2.5 con un error de

AZ = 0.01, estimar el error resultante en la funcion f(x) = z3.

Es N(z) = 2% y queda:
ON

AN (%) = (%> Az = (32°Ax)z = 3 x (2.5)% x (0.01) = 0.1875

y como f(2.5) = 15.625, podemos predecir que N(2.5) = 15.625 £+ 0.1875, o sea, que el
valor estd entre 15.4375 y 15.8125.

(En efecto,si = 2.49 la funcién valdria 15.4382 y si = fuese 2.51 serfa 15.8132. Para
éste caso, la aproximacion del error de primer orden proporciona una estimacion bastante

préxima del verdadero error)
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> PROPAGACION DEL ERROR

1.6.1 Aplicacién de la férmula del error a las operaciones funda-

mentales

ADICION Sea N = uy + g+ - +u, = AN = E, = Auy + Aug + - - - + A,
Por tanto, el error absoluto de una suma de nimeros aprorimados es la suma algebraica

de sus errores absolutos.

RESTA Aqui N =u; —uy = AN = E, = Auy — Auy
Sin embargo, como los errores Au; y Aus pueden ser positivos o negativos, hemos de
tomar la suma de los valores absolutos de los errores en orden a obtener el error maximo.

Entonces :

MULTIPLICACION En éste caso N = U Us . . . U, ¥ POT tanto :

AN Au1 AU,Q AUn
— — —|— _|_ “ e _|_
N U1 U2 Up

E,

= El error relativo de un producto de n nimeros aproximados es por lo tanto igual a la
suma algebraica de los errores relativos de los nimeros.
La exactitud de un producto se investigara siempre por medio del error relativo. El error

absoluto, si se desea, se puede encontrar por la relacion £, = E,.N.

DIVISION Aqui tenemos N = uy/us = E,. = Auy/uy + Aus/us = el error relativo
de un cociente es igual a la suma algebraica de los errores relativos de dividendo y divisor,
pero en orden a obtener el error maximo hemos de tomar la suma aritmética de los errores.
Una férmula simple para el error absoluto de un cociente se puede encontrar directamente,
como sigue :

Sea AQ= error absoluto del cociente u; /us =

L AQ = up +Auy our usAuy —uAug ul(% _ Au_qu)
= Us + Aug U2 B UQ(U2+AU2) o Uy + Aty

Sea w el mayor de los valores absolutos de Auy/uy y Aus/us y tomemos los signos de Auy
y Aus de forma que obtengamos el valor mayor de AQ.
Entonces, como Auy/uy < w tenemos Auy < usw y por lo tanto si uy y ug estdn ambos

sujetos a error del mismo orden de magnitud, tenemos :

up(w+w) 2uqw

AQ <

Uy —wiy u—2(1 — w)
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Z Aplicacion de la féormula del error a las operaciones fundamentales

Si sélo uy 6 ug estan sujetos a error y los otros son libres de error en comparacién con él,

entonces :

ULW 2uqw

AQ <

Uy — WUy - us (1 — w)

Finalmente, si w es despreciable en comparacién con 1, obtenemos AQ < 2(uy/ug)w.

En el caso de que u; y us son ambos sujetos a error del mismo orden de magnitud, y
AQ < (uy/ug)w siy solo si uy 6 us estan sujetos a error.

Como en el caso del producto, la exactitud de un cociente se investigara siempre por medio

del error relativo.

POTENCIAS Y RAICES Aqui N tiene la forma N = ™ = E, < m(Au/u).

Para la p—ésima potencia de un niimero ponemos m = p y tenemos :

E.<p (%)
u

El error relativo de la p—ésima potencia de un nimero es asi p veces el error relativo del

numero dado.

Para la raiz r—ésima de un ntimero ponemos m = 1/r y obtenemos:

y por tanto el error relativo de la raiz r—ésima de un niimero aproximado es sélo 1/r veces

el error relativo del niimero dado.

LOGARITMOS Aqui tenemos

A 1A
N = log,gu = 0.43429 Inu = AN = 0.43429 2 — AN < 5 =
u u

El error absoluto en el logaritmo decimal de un niimero es asi menos que la mitad del error
relativo del nimero dado.
Sin embargo, un error en un logaritmo puede causar un error desastroso en el antilogaritmo

o numero correspondiente ya que :

B uAN
"~ 0.43429

El error en el antilogaritmo puede asi ser varias veces el error en el logaritmo. Por ésta

Au = 2.3026 uAN

razon, es de suma importancia que el logaritmo de un resultado esté lo mas libre de error

posible.
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> CALCULOS CON COMA FLOTANTE

1.7 CALCULOS CON COMA FLOTANTE

A continuacion vienen algunos hechos que se dan en la mateméatica numérica y que conviene

conocer.

1.7.1 Cancelacion catastrofica

Supongamos que queremos calcular €’ y no tenemos una funcién disponible para calcular

e” y lo haremos por tanto partiendo de :
L
R TR
Supongamos ademads que nuestro sistema de representacion en coma flotante es en base 10

y con una precision de 5 digitos para la mantisa . Tendremos entonces :

e>% =1.0000 — 5.5000 + 15.125 — 27.730 + 38.129 — 41.942
+ 38.446 — 30.208 + 20.768 — 12.692
+6.9803 — 3.4902 + 1.5997 - - - = +0.0026363

La suma termina después de 25 términos ya que los términos siguientes no la cambian.
Sin embargo, el valor real es €>® = 0.00408677 de forma que el resultado obtenido no tiene
un solo digito exacto.
. Qué fué mal? Noétese que algunos de los términos, y consiguientemente sumas intermedias
son varios érdenes de magnitud mayor que la respuesta final. En efecto, términos como
38.129 tienen un error de redondeo tan grande como el resultado final. Verdaderamente,
los cuatro digitos mas significativos de cada uno de los ocho términos que exceden de 10 en
moédulo se han perdido. Serfa necesario que para estos ocho términos tuviesen diez digitos
significativos en la respuesta. Sin embargo, un onceavo digito inicial seria necesario para
lograr que el sexto digito sea correcto en la suma.
Este fenémeno se llama cancelacion catastréfica. Sin embargo, es importante darse cuenta
que ésta gran cancelacion no es la causa del error en la respuesta; solo magnifica el error
previamente presente en los términos.
Aunque es posible conseguir mas digitos significativos en un célculo parar evitar la can-
celacién catastréfica, es siempre costosa en almacenamiento y tiempo de ejecucion y a
menudo requiere técnicas especiales de programacion.
Para éste problema existe una cura mucho mejor, que es calcular la suma para xr = 5.5y
entonces tomar el reciproco de la respuesta :

—5.5 1 1

5o = = 0.0040865
‘ 55 1455+ 15.125 + -
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Z Inestabilidad de algunos algoritmos

con nuestra aritmética de cinco digitos. (el error se reduce al 0.007%)
Uno de los puntos importantes a aprender de éste ejemplo es que un célculo no tiene que

ser muy largo para incurrir en serios errores de redondeo.

1.7.2 Inestabilidad de algunos algoritmos

El problema de calcular €% discutido anteriormente ilustra cémo un algoritmo mal conce-
bido puede proporcionar una respuesta pobre a un problema prefectamente bien planteado.
La dificultad fué corregida cambiando el algoritmo.

Para ciertos problemas, respuestas “buenas” no se pueden obtener por ningiun algoritmo
porque el problema es sensible a los pequenos errores cometidos en la representacion de los
datos y en la aritmética usada.

Es importante distinguir entre éstas dos clases de peligros porque existen algoritmos in-
estables y problemas sensibles en casi todas las ramas de la matematica numérica. Una vez
se es consciente de estos sintomas, estos problemas son bastante faciles de diagnosticar.

Veamos un ejemplo de algoritmo inestable. Supongamos que queremos calcular las inte-

grales :
1
E, = / e Ydr, n=1,2...
0
por partes :
1 1 1
/ ety = x”ex_l‘ —/ na" et tdx
0 0 0
o también

E,=1-—E, 1, n=23,...

resultando E; = 1/e (calcular).
Usando base 10 y una precision de 6 digitos podemos usar ésta recurrencia para calcular

aproximaciones a los primeros nueve valores de FE,, :

E, ~ 0.367879 E, ~ 0.170904 F, ~ 0.110160
Ey ~ 0.264242 FEs ~ 0.145480 Fy ~ 0.118720
E; ~ 0207274 Eg~0.127120 Eg ~ —0.0684800!!

Aunque el integrando x%e*~! es positivo en todo el intervalo |0, 1[ nuestro valor para Eq es
negativo ! ;Qué ha causado el error?
Obsérvese que el tnico error de redondeo cometido en los calculos anteriores fué en Ey, por

el cual 1/e se redonded a seis digitos significativos.
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> CALCULOS CON COMA FLOTANTE

Como la férmula de recurrencia obtenida por integracion es exacta para aritmética real, el
error en Fy es enteramente debido al error de redondeo en Fj.

Para ver cémo el error de aproximadamente 4.412 x 1077 en E; llega a ser tan grande,
notese que es multiplicado por —2 en el calculo de Fs, y entonces el error en E, es multi-
plicado por —3 calculando F3 y asi sucesivamente.

Asi, el error en Fy es exactamente el error en F; multiplicado por (—=2)(—=3)---(—9) =
9! = 362880 o sobre 9! x 4.412 x 1077 ~ 0.1601

Esta enorme magnificacion del error en los datos del problema es resultado del algoritmo
que hemos elegido.

El verdadero valor de Eqg (a tres cifras significativas) es —0.06848 + 0.1601 = 0.0916

., Cémo podemos elegir un algoritmo diferente que evite la inestabilidad?

Si reescribimos la relacién de recurrencia como :

1 - E,
En_lz 5 n:...,3,2
n

entonces, en cada etapa del célculo, el error en E,, es disminuido por un factor de 1/n. Asi,
si empezamos con un valor para algin F, con n > 1 y trabajamos hacia atrds, cualquier
error inicial o error de redondeo que ocurran seran disminuidos en cada paso. Esto es
llamado un algoritmo estable.

Para obtener un valor de comienzo notemos que :

1 1 prkan SN 1
E, = / e dr < / z"dr = =
0 0 n+1llo n+1

Asi, E, == 0. Por ejemplo, si aproximamos FEs por cero y lo usamos como valor de
comienzo, estaremos cometiendo un valor inicial de como maximo 1/21. Este error es
multiplicado por 1/20 al calcular Eyg y asi el error en Ejg es a lo sumo (1/20)(1/21) ~
0.0024. Para E,5, el error inicial ha quedado reducido a menos de 4 x 10~ que es menor

que el error de redondeo. Realizando los calculos nos da :

Ey =~ 0.0 Ei6 ~ 0.0557190 Ej9 ~ 0.0717733
Eig =~ 0.05 E14 = 0.0627322  Eyp ~ 0.0838771

E17 = 0.0027778  Ey3 =~ 0.0669477 Ey ~ 0.0916123

En FE;s5, el error inicial en Fyy ha sido completamentamente eliminado por la estabilidad
del algoritmo, y los valores calculados de Ejs, - - - , Eg son seguros a la precision total de 6

digitos, con un posible error de redondeo en el tdltimo digito.
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z Condicionamiento de un problema

En conclusion, como un resultado intermedio de un calculo numérico esta afectado por un
error de redondeo, éste error afectara a todos los resultados subsecuentes que dependen del
resultado intermedio. O sea, el error de redondeo se propaga.

El efecto de cancelacion catastréfica es un caso especial de éste fenémeno. El error de
redondeo se propagaria incluso si todos los calculos posteriores se realizaran con precision
infinita. En realidad, cada nuevo resultado intermedio introduce un nuevo error de re-
dondeo, y todos estos errores afectardan al resultado final.

En situaciones simples (como la evaluacién de una suma) sabemos que el error final es
sencillamente la suma de todos los errores intermedios. Debido a efectos estadisticos, los
errores intermedios acaso se cancelan unos con otros, al menos parcialmente.

En otros casos, (como iteracién) los errores intermedios tendran un efecto despreciable en
el resultado final.

Algoritmos con esta propiedad se llaman estables. La inestabilidad numérica se presenta

entonces si los errores intermedios tienen una fuerte influencia en el resultado final.

1.7.3 Condicionamiento de un problema

Ciertos problemas de célculo son extremadamente sensibles a los datos. Este aspecto del
analisis numérico es independiente de la representacion en coma flotante o de los algoritmos
usados.

Supongamos el polinomio cuadratico

(z—2)>=10"°

que tiene por raices 2 4= 1073,

Sin embargo, un cambio de 107¢ en el término independiente puede producir un cambio
de 1072 en las raices.

Pero no solo para polinomios con ceros cercanos se puede observar esta inestabilidad.

El siguiente ejemplo se debe a Wilkinson | ]. Sea

p)=(r—1)(z—-2)...(x —19)(z — 20) = 2*° — 210 2" 4 - --

que tiene los ceros 1,2,...,19,20 y estdn bien separados.

Wilkinson cambié el coeficiente de ' del valor —210 al valor —210 + 2723 y estudi6 el
efecto que tendria éste pequeno cambio en los ceros del polinomio. Calcul6 cuidadosamente
las raices en una maquina con una mantisa de 90 digitos binarios.

Las soluciones, correctamente redondeadas al niimero de digitos que tienen, son:
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> CALCULOS CON COMA FLOTANTE

1.00000 0000 10.09526 6145 £ 0.64350 0904 ¢
2.00000 0000 11.79363 3881 £ 1.652329728 1
3.00000 0000 13.99235 8137 £ 2.51883 0070 ¢
4.000000000 16.73073 7466 + 2.81262 48941
4.99999 9928 19.50243 9400 + 1.94033 0347+
6.00000 6944
8.00726 7603
8.91725 0249

20.84690 8101

Un pequeno cambio en el coeficiente —210 ha causado que diez de los ceros se conviertan
en complejos.La tabla anterior se realizd6 por un calculo muy preciso y no tiene errores
de redondeo apreciables. La razén de que estos ceros se desplacen no es una cuestion
de redondeo, ni siquiera una cuestién asociada al algoritmo usado para calcularlas sino
una cuestion de sensibilidad del problema en si mismo. Vamos a analizar lo que ocurrio.

Podemos escribir el polinomio en la forma

p(r,a) =2 —ax' 4.

y entonces encontrar la derivada parcial de x respecto de « en cada una de las raices de

p(z). Esto se hace diferenciando la ecuacién p(z, ) con respecto a « :

19
8]?5;04)2_2 n ap(axola) 00— g_z _ _g];égj _ 20x
> 11z =)
i=17j5=1
J#i

y evaluando ésta expresion en cada raiz da:

a 19
a—"” - i=1,2,...,20
(0] . .
s T16-)
i=1
i

Estos numeros dan una medida directa de la sensibilidad de cada una de las raices al

coeficiente . Los valores que se obtienen son:
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z Resolviendo una ecuacién cuadréatica

Raiz 0x/0a| | Raiz  0x/0a| | Raiz 0x/0a| | Raiz Oz/0c

=1 =1 =t =1

1 —82x10718 6 5.8 x 10! 11 —4.6 x 107 16 2.4 x 10°
2 82x1071 7 —25x10°| 12 20x10%| 17 —1.9x10°
3 —16x107° 8 60x10*| 13 —6.1x10%| 18 1.0 x 10°
4 2.2 x 1073 9 —83x10°| 14 13x10°| 19 —3.1x108
5 —6.1x107! 10 7.6 x 108 15 —21x10°| 20 4.3x107

1.7.4 Resolviendo una ecuacion cuadratica

Existe un famoso algoritmo para resolver un polinomio de segundo grado, implicito en el

siguiente teorema matemaético :

Teorema 1.7.1. Si a,b,c son reales y a # 0, entonces la ecuacién ax?® +bx +c = 0 se

satisface por dos valores de x, que son

—b+ Vb2 — 4ac —b —Vb? — 4dac
g y xQ g
2a 2a

Veamos como funcionan las férmulas en un sistema de coma flotante F que usa una mantisa

X1

de 8 cifras significativas decimales y con un exponente en el rango de -50 a +50.

CASO 1: a=1,b=—-10°c=1

las verdaderas raices de la correspondiente ecuacién cuadratica, correctamente re-

dondeadas a 11 cifras significativas, son:

1 ~ 99999.999990, x9 ~ 0.000010000000001

Si usamos las expresiones del teorema, obtenemos:

x1 ~ 100000.00, z5=~01!

De nuevo, al calcular 9 hemos sido victimas de la cancelacién catastréfica que, como
antes, revela el error que hemos cometido en la forma de calcular x,. Existen varias
alternativas para calcular las raices de la ecuacién cuadratica que no producen dicha

cancelacién.

Una seria utilizar el signo de b para determinar ctal de las férmulas causa la menor

cancelacién y entonces usar esa féormula para calcular una de las raices :
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> CALCULOS CON COMA FLOTANTE

b+ signo(b) Vb* — dac
2a

xr =

y entonces, como az? + bx + ¢ = a(x — x1)(x — ) esto implica que ax1zo = ¢y por
tanto la otra raiz se puede calcular por

To = —
axy

Para el caso expuesto,éste método nos da 1 = 100000.00, z5 = 1.0000000/100000.00 =
0.000010000000, ambas aceptables.

CASO 2: a=6,b=5,c=—4

No hay dificultad en calcular

1 ~ 0.50000000, =z~ —1.3333333

o préximo a estos valores, segin las formulas que se utilicen.

CASO 3: a=6x10%,6=5 x 1030, ¢ = —4 x 10%

Como los coeficientes en éste caso son los del caso 2 multiplicados por 103 las raices no
cambian. Sin embargo, la aplicacién de cualesquiera de la férmulas causa que overflow
se produzca de inmediato, ya que b* > 10%°, fuera del rango de F. Probablemente
éste tamano uniformemente grande en |al, |b| y |c| se podria detectar antes de entrar

030

en el algoritmo, y los tres nimeros se podrian dividir por el factor 10°Y para reducir

el problema al caso 2.

CASO 4: a=10"%bh= —10%,c = 10

En este caso una de las raices es préxima a 1, mientras que la otra es préxima a 10,
Nuestro algoritmo deberia determinar la primera, aunque la segunda caiga fuera
del rango de F. Obviamente, cualquier intento de hacer que los coeficientes tengan
magnitud aproximada simplemente dividiendo todos ellos por el mismo nimero esta
condenado al fracaso, ya que causaria un error de underflow o de overflow, segin el
caso. Esta ecuacién, es un test severo para un algoritmo de resolucion de ecuaciones

cuadraticas e incluso para el sistema de representacién que se use.

CASO 5: a =1.0000000,b = —4.0000000, ¢ = 3.9999999
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Resolviendo una ecuacién cuadréatica

Aqui las dos raices son x7 ~ 1.999683772, x5 =~ 2.000316228. Pero aplicando las

formulas nos da

1 = x5 = 2.0000000
con solo los cuatro primeros digitos correctos.

Esta ecuacién es la cuadrética (x —2)? = e siendo e = 0000001 y tal como se discutié
en un apartado previo, ésta es una forma de sensibilidad de la ecuaciéon en si y no

del método para resolverla.

Esta ecuacion se puede resolver aumentando la precision a 16 digitos para la mantisa,

por ejemplo.
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Capitulo 2

INTERPOLACION

2.1 INTRODUCCION.COEFICIENTES INDETER-
MINADOS

Supongamos un conjunto de puntos (z;,;),7 = 0,1,...,n donde y; = f(x;). Se dice que

la funcién g interpola a f en los puntos (x;,y;) si

g(ivz) = f(%) =1y, paracadai=0,1,---,n
En el caso de interpolacién polinémica buscamos un polinomio
g(x) :p(x) =ag+ax+ -+ az”

donde se quieren determinar los coeficientes a;, 0 < 7 < n.

Por tanto se han de verificar las n 4+ 1 ecuaciones :
y; = p(x;) = ap + ma; + asa’ + -+ aal, 0<j<n

que expresado en forma matricial el sistema queda :

1 xy 22 -+ ab o Yo
1 = :(:% R a 1
1 2. n

Tn T x, an, Yn

o bien Va = ¢, donde V' es una matriz conocida con el nombre de matriz de Vandermonde,

que es no singular ya que si los puntos z; son distintos su determinante vale:
0
V| = (20 — @n1) - (20 — 20) (X1 — Tna) -+ (11— 20) = [ (@i — )

h,j=n
1>
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Z INTRODUCCION.COEFICIENTES INDETERMINADOS

que asegura que existe solucion unica si x; # xj, para i # j.
Este método de obtener los coeficientes mediante el planteamiento de un sistema lineal se

llama método de coeficientes indeterminados.

Ejemplo 6. Encontrar el polinomio de interpolacion p(x) de sequndo grado tal que p(0) =
-1, p(1) =2, p(2) =T1.

Buscamos el polinomio de grado dos p(z) = ag + a1z + asz? que verifica las condiciones
anteriormente expuestas. Por el método de coeficientes indeterminados con xg = 0, 1 = 1,

Ty = 2 obtenemos :

Qo + O + 0 = —1
a0+a1+a2:2 (21)
a0+2a2—|—4a2 =7

y resolviendo el sistema (p.e., por Gauss) obtenemos p(z) = x? + 2z — 1.

El método de los coeficientes indeterminados es un procedimiento con amplia aplicacion

a otros tipos de problemas de interpolacién. Por ejemplo, si buscamos una funciéon no

polinémica en el sentido usual como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7. Queremos encontrar un polinomio trigonométrico p(x) de la forma

p(x) = ¢o + ¢1 cos T + ¢o cos(2x) + ¢3 cos(3x)

tal que p(z;) =y, 0 < j < 3 siendo xg = 0,21 =7/6,20 = 7/4, 253 =7/3 conyp = 0,1 =

2 —3/2,y0 = 1++/2/2,y3 = 3/2.

El sistema lineal es :

1 1 1 1 Co 0
1 V3/2 1/2 0 a | | 2—V3)/2
1 vV2/2 0 —/2)2 c 1++/2/2
1 1/2 -=1/2 —1 3 3/2
y la solucién del sistema (por eliminacién gaussiana, p.e.) produce ¢g = 1,¢1 = —1,¢9 =

2,c3 = —2. Por tanto :
p(x) =1 — cos(z) + 2 cos(2x) — 2 cos(3z)
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>
2.2 FORMULA DE LAGRANGE

Supongamos que {zg, 1, ,T,} = {z;}", son n + 1 puntos distintos del eje real y que

f: R — R estd definida sobre I = [a,b] con {z;}, C [a,b]. Tenemos entonces :
Teorema 2.2.1. Eziste un unico polinomio p(x) de grado no mayor que n que interpola

a f en los puntos xg, X1, -+ , Ty, :

plzi) = f(z:), i=0,1,---,...,....n

Unicidad. Sea q(x) otro polinomio de grado menor o igual que n que interpola a f en

{z;}",. Entonces :
h(z) = p(x) — q(x)
es un polinomio de grado menor o igual que n que cumple

h(z;) = p(x;) — q(z;) = f(z) — f(z;)) =0, i=0,1,...,n

o sea, h(zx) tiene al menos n + 1 ceros distintos = h(z) = 0 (idénticamente nulo)
= p(z) = q(x), V. O

Eristencia. Veamos ahora como se puede construir; escribiremos por brevedad
flzr) =yx, k=0,1,....,n.

En primer lugar, construiremos un polinomio de grado n que sea nulo en todos los puntos

x; salvo en uno xy en el cual valga 1. Tiene que ser de la forma :

Li(x) = aH(x —x;), siendoa € R

=0

S

y como su valor para x = x; debe ser 1 tenemos :

1
a=—
[1(zk — )
i
con lo que queda :
Li(x) = ﬁ T—x (r —xo)(x—21) - (x — 1) (T — Tpa1) -+ - (. — z)

im0 Tk — Li (zr — 2o) (T — 1) - -+ (T — Tp1) (T — Tpyr) -+ (T — @)
i#k
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2 FORMULA DE LAGRANGE

verificandose entonces que

1, sii=k,
Ly(x;) = 0xi(delta de Kronecker ) =
0, siitk

y esto para i = 0,1,...,n, dentro de cada £k =0,1,...,n
Por tanto, si se desea un polinomio de grado n que tome respectivamente los valores

Yo, Y1, - ,Yn en los puntos xg, x1, - - - ,x, basta tomar :

p(x) = yo Lo(z) +y1 Lx) + -+ yn Ln(z) =
=y Lix) = kax—_xl =
k=0 k=0 =0 kT i
i#k
_ (x —x)(x —29) -+ (x — ) (x —xo)(x —29) -+ (x — ) N
0(900 —x1)(To — ®2) - -+ (To — ) ' (z1 —20) (21 — T2) - -+ (W1 — )

(x —@o)(® —x1) -+ (T — Tp1)

+...+yn($n_$0)(xn_:Ul)...(ajn—IEn—l)

que se denomina férmula de Lagrange del polinomio de interpolacion. 0

Efectivamente ocurre que :

=Y L) =04 T 104y 140+ 1 0=y,
k=0
y esto para cada ¢ = 0,1,...,n, con lo cual verifica las condiciones a cumplir por el

polinomio que interpola en los puntos {z;}7,.

Ejemplo 8. Encontrar el polinomio de interpolacion p(x) de sequndo grado tal que p(0) = —1,

Tomando las x; e y; en el orden dado: g =0, x1 =1, 29 = 2; yo = —1, y; = 2, yo = 7 Por

la férmula de Lagrange tenemos :

(x—z)(r—22) (2 —1)(2—2)

)(
Lo(z) = (20 — 21)(z0 — 22) B )
(z = zo)(z — 25) _
Ll(x) N (33'1 — .130)(.1'1 — 513'2) (-CC 2)
(r—z0)(x—21)  2(x—1)
L2(~T) a (IQ — l‘o)((L’Q — l’l) 2
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Por tanto, p(x) viene dado por la siguiente férmula :

p(z) = yo Lo(x) + y1 Li(x) + yo Lo(x) = —Lo(x) + 2 Ly (z) + 7 La(x) = 2+ 20—1

En general no se nos pide la expresion explicita del polinomio de interpolacion como en el
ejemplo anterior, sino el valor de ese polinomio en uno o varios puntos en los que se

quiere interpolar, como es el caso del siguiente ejemplo.

Ejemplo 9. Obtener por interpolacion el valor para x = 3 conocidos los valores xy = 0, yg = —1;

r1=1L1y1=0; 20=2,y0=7; w3 =4,y3 = 63.

Por la férmula de Lagrange tenemos, sustituyendo ya el valor x = 3 :

(1) (z - 2)(x —4) CB-1)B-2)(3-4) 21(-1) 1
DO Ghe-o0-9 0T s TS T
 x(r—2)(r—4) _3.1.(-1)
L@ =a=oazoa—y ¥ =10ce ~ !
 z(z—1)(r—4) 3.2.(—1) 3
L@ =a=ge—ne-g — ¥ =20 "2
z(r —1)(z — 2) 321 1
L@ =a"ogazna-y k¥ =13271
Entonces
p(3) = yo Lo(3) + y1 L1(3) + y2 L2(3) + y3 L3(3) = (—1).3 +0.(-1) + 7; + 63% =
B S O B
STyt ty e

que es lo que tiene que dar ya que los valores dados son de la funcién f(z) = 23 — 1.
Obsérvese que podriamos habernos ahorrado el calculo de Li(x) ya que y; = 0y el resultado

del sumando siempre sera cero.

2.3 ERROR DEL POLINOMIO DE INTERPOLACION

Teorema 2.3.1 (ERROR). Sea f: I — R, {z;}}, C I,z; # x; para i # j y supongamos

que [ es deriwable n + 1 veces en I con derivada continua = Vx € I,3E, € menor de los

intervalos que contiene a los puntos x,xg,x1,...,x, tal que :
(n+1)
E= flz) - plx) = %T(f;)(w )@ —11) .. (- )

donde p(z) es el polinomio que interpola a f en {;}7,.
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Z ERROR DEL POLINOMIO DE INTERPOLACION

Demostracion. Six es uno de los puntso x; no hay nada que probar ya que ambos miembros
se anulan para cualquier &.

Si x es un valor fijo diferente de los zy, consideramos la funcién auxiliar F' = F\(t) definida
por :

F(t) = f(t) — p(t) — cL(t), donde c= (2.2)

y donde estamos llamando L(z) = (x — zo)(x — 1) ... (z — x,) = [[(z — x;).

Tenemos F(xy) = f(xy) —p(ar) —cL(zx) = yp—yr—0 = 0 para k :z_()o, 1,2,...,ny también
F(z) = f(x) — p(z) — cL(z) = 0, por definicién de c.

La funcion F' tiene entonces al menos n+ 2 ceros distintos en el intervalo I. Por el teorema
de Rolle, F’ debe tener por lo menos n + 1 ceros en el menor de los intervalos que contiene
a x y los xy, la segunda derivada F” debe tener no menos de n ceros, -- -, la (n + 1)-ésima
derivada debe tener por lo menos un cero. Sea &, tal cero. Derivando (n + 1) veces la

ecuacion (2.2) y haciendo t = &, :
0=FU(&) = [ (&) = cln+ 1)! (23)

ya que la derivada (n + 1)-ésima de p(z) es cero. Por tanto, usando (2.3) tenemos :

eLie) = 1) = ple) = g /€ L)
0

Ejemplo 10. ;Chal es el error mdximo que puede presentarse con dos puntos de interpo-

lacion?
Supongamos dos puntos de interpolacién (zo, f(x¢)), (1, f(z1)). Entonces el polinomio es

T — 1 z—xz (21— )f(20) + (x — ) f(21)
Tog— X1 1 — T T — o

y por otra parte :
(x — zo)(x — 21)

E = f(a) - pla) = SIS e

Supongamos que |f”(z)| < M, Vz € [xg, 21]. El méximo de la funcién [5(z — zo)(z — 21)|

entre xro y ry se presenta en r = %(xo + x1) con valor é(zl — 7). Por tanto:

(1’1 — X

(@) - plo) < Ty

Por ejemplo, si calculamos el valor de senx por una tabla de senos con paso h usando la

N

interpolacién lineal, el error estd acotado por el valor h?/8 ya que M = 1 en éste caso.
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Ejemplo 11. ;Con qué grado de exactitud podemos calcular /115 mediante interpolacion

polindmica para la funcién y = \/x si elegimos los puntos xg = 100, 2y = 121, 2o = 1447
oY si se eligen xo = 100, x; = 110,29 = 1207

Tenemos y' = lx_%, "= —lx_%, y" = 323, Entonces :
¥y =3 Yy 1 8
3 1 3
e " = — = = —5 < <
M 2%)3(173{44 Wit 810 para 100 < r < 144 =

3 1 1
= |B] < 5x107°x 5| (115-100) (115~ 121) (115~ 144)| = £ x 107" x15%6x29 ~ 1.6x10"°

Sin embargo, si elegimos x¢o = 100, z; = 110, x5 = 120 obtendriamos :

3 1
|E|<§><10‘5><§><15><5><5:2.3><10‘4

2.4 ELECCION OPTIMA DE LOS PUNTOS

Sabemos que la férmula del error para la interpolacién polinémica es

(nt1)
B = fa) = plo) =T 05

y nos interesa escoger los puntos de forma que se obtenga el minimo error posible.

(x —xo)(x —21) ... (x — )

Para lograr esto utilizaremos los polinomios de Tchebychev.

2.4.1 Polinomios de Tchebychev

Definicién 1. Se definen recursivamente como :

To(z) = 1
Ti(x) = =
T.(z) = 20T, 1(x) —Tho(z), Yn=>2

Ejemplo 12. Los primeros polinomios de Tchebychev son :

Ty(z) =22 Ti(z) — To(x) = 22 — 1
Ts(z) =2z Ty(z) — Ty (x) = 42° — 32
Ty(z) =22 Ts(z) — Th(x) = 8x* — 822 + 1, ete.
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> ELECCION OPTIMA DE LOS PUNTOS

Se puede probar también que se verifica la siguiente relacién que nos serd til para obtener

las raices de T),(x) :

T.(z) = cos(narccosz), si x € [—1,1]

y por tanto

Propiedad 1. Se verifica que:

- 1
max H(x — )| = o
=0
para cualquier eleccion posible de los x;.
Propiedad 2. Se verifica que :
max‘ﬁ(x )| = !
P 2 - 271’

st los puntos x; son las raices del polinomio de Tchebychev T, 1 de grado n + 1.

Para calcular las raices de T,,(z), usamso la relacién vista antes :

T, (z) = cos(narccosz) = 0
y recordando que cosz =0 <= x =7/2+ 7k, k € Z, tenemos que :

Tm+2rk 2841
= T
2n 2n

T
N arccosr = 5 + k7™ = arccosz =

O sea :

2k +1
:vkzcos( i 7'(‘), k=0,1,...,n—1
2n

que son las n raices del polinomio T,(x).

Ejemplo 13. Para calcular v/115 con tres puntos elegidos en el intervalo [100,200], si
ahora elegimos los puntos x; de forma que sean las raices del polinomio de Tchebychev

T5(x) tenemos que :
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2k +1
6
xf = cos § = 0.86602541, af =cosF =0, = cos3 = —0.86602541

Ahora es necesario pasar al intervalo de interpolacién las raices obtenidas, ya que las raices

a, = cos ( T), k=0,1,2

del polinomio de Tchebychev de grado n caen dentro del intervalo [-1,1], siendo simétricas
dentro del mismo.

Por tanto, necesitamos construir una aplicacién (biyectiva) que nos transforme el intervalo
[-1,1] en el intervalo [100,120] (en general al intervalo [min{z;}, max{x;}|)

Construimos f: [—1, 1] — [100, 120] de forma que f(—1) =100y f(1) = 120, pero esto no
es sino un problema de interpolaciéon que podemos resolver con la férmula de Newton en

diferencias divididas :

$0:—1—> y0:100\

f[$0,$1] _ 12(3;100 =10

71 =+1— y =120 /

con lo cual el polinomio de interpolacién es p(z) = 100+ 10(z+1) = 102+ 110 y los valores
correspondientes en el intervalo [100,120] de los z}, obtenidos son :

o = p(z}) = 102)+110 = 118.66025404, x1 = p(a}) = 110, 5 = p(a) = 101.33974596
y el error de interpolacion en éste caso es :

3 1
B < 5 %107 x o (115 — ) (115 — 1) (115 — 25)| =~ 6.47208691 x 10~°

que seria el menor error que se podria cometer utilizando interpolaciéon polinémica al

calcular v/115 en el intervalo [100,120] con tres puntos de interpolacion.

2.5 FORMULA DE NEWTON EN DIFERENCIAS
DIVIDIDAS

Sea pi(z) el polinomio de interpolacién en los puntos xg, 1, ...,z (grado méximo = k).

Considerando pg(z), pr—1(x) v su diferencia :
k() = pr(z) — pre—1(x)
vemos que para los puntos xg, x1, . .., Zx—1 tenemos que :
pr—1(w)) =y =pr(zi), 0<i<k—1
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Z FORMULA DE NEWTON EN DIFERENCIAS DIVIDIDAS

y también que para el siguiente punto xj tenemos que pi(zx) = i, sin conocerse el valor
a priori que pueda tener pg_q(z).

Por tanto, el polinomio g (z) verifica :

ar(i) = pr(z:) —pe—1(@)) =y —y: =0, 0<i<k—1
Ahora bien, gi(x) es un polinomio de grado maximo k ya que es la resta de dos polinomios,

pr(x) de grado k y pr_1(x) de grado k — 1 y segiin se acaba de ver se anula en los k£ puntos

anteriores tiene con lo cual se puede expresar de la siguiente forma :
@ () = ax(x — zo)(x — 21) -+ (& — Y1) = ay, H(flf — ;)
Por otra parte, en el punto z se cumple :
g (zr) = pr(wr) — pr—1(xx) = ax(zr, — xo) (g — 21) - (¥ — Tp—1)

y despejando entonces a de ésta iltima identidad tenemos :

Yr — Pr—1(xr)
(x —@o)(x —@1) -+ (& — Tp—1)

ap =

con lo cual podemos poner :

pr(z) = pr—1(7) + qr(2)
donde lo que parece complicado es calcular el ay, que seria el coeficiente de z* en el

polinomio pg(x) pero para esto se puede utilizar las diferencias divididas:

Definicién 2. Dada la funcion f de la cual se conoce su valor en los puntos xg, x1, ..., Tk,
se llama diferencia dividida de f en los puntos zg, 21, ...,z al valor a; = f[xg, X1, - , Xk

y se calcula recursivamente como sigue :

flei] = flzs) = s
Fles, 2ipt] = f[xiJrl] - f[xz]
Tig1 — X4

fx.lx.2... x,k_fl..x.l... I.k_l

f[xi,xiﬂ,... ,ka] _ [ i1y ity J Z;rH]k _Q[;iw i+15 y Lt ]
Lema 2.5.1.
f[m Tt e ] _ f[90i+1,l'z'+27 ce ,$i+k] - f[xi7$i+1> ce ,$¢+k71]
iy Li+1, s Li+k ka —
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Demostracion. Sea p;(x) el polinomio de grado < j que coincide con f(x) en los puntos
., Zitj v sea qr_1(x) el polinomio de grado < k — 1 que coincide con f(z) en los

Ty Ly, - -
puntos x;.1, Tiio,...,Tir k. Entonces :
T — X Tivkp — T
p(z) = ———— qp-1(2) + ——— pr—1(2)
Titk — T4 Titk — T4

es un polinomio de grado < k que verifica :

p(z;) = f(z;), paraj=ii+1,....i+k

ya que :
. Titk — Li
Para i : p(z;) = Tk 0 pr-1(x:) = yi = f(z)
LTitk — Ty
. Tivk — T4
Para i+ k : p(aii) = — " gp 1 (2iyn) = Yirn = f(Tirn)
itk — L

J i i+k J o
p(rj) = ——— qp1(zj) + —— pra(xy) =
LTivk — T4 Livk — T4
j i i+k J Ltk i .
+ Y= — Y =Yy

J
Tivk — T4 LTivk — T4 Litk — X4

Por tanto, por la unicidad del polinomio de interpolacion, tendremos que p(z) = pi(z) y

entonces
flzi, xiva, - -+, Tirx] = coeficiente término principal de py(z) =
_ coeficiente término principal de gz_i(2)  coeficiente término principal de py_1(x)
B Titk — &y Titk — Xy B
fleivn, Tiva, i) — fle, T, v
Titk — T4
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Z FORMULA DE NEWTON EN DIFERENCIAS DIVIDIDAS

. Cémo organizar el calculo de la tabla de diferencias divididas?

Ejemplo 14. El cdlculo de las diferencias divididas para cuatro puntos se ordenaria como

Sigue :

To — Yo = f[X()] \

fxo, x1] \,
o — y1 = flz] /S flxo0, X1, %2]

f[xl,f@] /! f[Xo,Xl,Xz,Xs]
Ty — Yo = flzo] floy, xa, 23] /7

flza, 3]

T3 — Y3 = f[$3]

Podemos abordar entonces el célculo del polinomio de interpolacién en los puntos (zo, ¥o),

(x1,11),(22,Y2),- - -, (T, yn) de la siguiente forma :
po(z) = ao = flzo] = f(0) = o
p1(x) =po(x) + a1(z — ) = flwo] + ar(x — wo) = flzo] + flwo, 21](x — 20)
pa(z) = pi(7) + az(x — x0)(z — 21) = flzo] + ar(z — 20) + az(x — o) (z — 71) =

flzo] + flwo, 1](x — 20) + flxo, 21, 22) (2 — 20) (T — 71)

Po(x) =ap + ar1(z — xg) + as(z —xo)(x — 1) + - - +an(z —zo)(x —21) ... (T — Tpq) =
pu(x) = flwo] + flzo, 21](x — x0) + flzo, 21, o) (x — o) (2 — 1) + -+

+ flzo, x1, -+, xn)(x — xo)(x — 1) ... (& — 2y q)

o también de forma més concisa :

n i—1

pn(l’) = Zf[x()?xh”"xi] H (‘T _:L‘j)

i=0 j=0

que se denomina férmula de interpolacién de Newton en diferencias divididas.
Para la evaluacién del polinomio de interpolacién en su forma de Newton en diferencias
divididas p,(z) = flzo)+ flzo, v1](x—z0)+- - -+ flzo, 21, . . ., ) (x—20) (T —21) - - - (T—Tp—1)
usaremos el anidamiento del esquema de Ruffini-Horner :

pn(2) = (- (an(z — 1) +an_1)(z — o) + -+ a1)(z — x9) + ao
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para la evaluacién en un punto z, y donde se ha puesto ay = f|xo,. .., zgl.

Obsérvese que se necesitan n productos y 2n? sumas/restas.

Ejemplo 15. Obtener una formula para la suma de los cuadrados de los primeros nimeros
naturales.

< 1)(2n+1
Sabemos que Y k? = % y como queremos obtenerla por interpolacion constru-

k=1
imos un conjunto de valores segin los diferentes valores de n. Como el polinomio ha de

ser el mismo para cualquier posible ordenacion de los puntos, elegimos el siguiente orden:

n y  flri,wia]  fleswign xie]  flz o wis] flr, o il
3— 14
9

2 5 23/6

50/3 1/3
5 55 19/6 0

54/4 1/3
1 — 1 23/6

29/3
4 — 30

El polinomio es por tanto:

p(z) =144 9(x — 3) + %(aﬁ —3)(zr—2)+ %(az —3)(z—2)(z—5) =
:2x3 + 3224+ 62 _ z(z+1)(2x+1) (2.5)
6 6

como cabria esperar.

2.6 NEWTON EN DIFERENCIAS FINITAS

En el caso particular de que las abcisas de los nodos de interpolacion sean equidistantes la
expresiéon del polinomio de interpolacion de Newton en diferencias divididas adopta otras
formas que se han usado mucho, la formula en diferencias progresivas y la formula en
diferencias regresivas. Antes de desarrollarlas necesitamos de algunas definiciones previas.
Dado un conjunto de puntos (x;,v;),0 < @ < n donde y; = f(z;) se define diferencia

progresiva de orden 1 en y, y se denota por Ay, a
Ayp = f(or +h) = flen) = flaen — For) = yen — g = Al
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NEWTON EN DIFERENCIAS FINITAS

y diferencia regresiva de orden 1 en y; y se denota por Vi, a

Vyr =yr — Yp—1 = Vlyk

Analogamente, se define diferencia progresiva de orden 2 en 1 a

En general se definen

APy = A(Ayx) = A(Yrr1 — Yr) = Ay — Ay =

= Ytz — Uks1 — (Uks1 — Uk) = Y2 — 2001 + Uk = VYpio

Amyk =
VT, =

y convenimos en que A%y = yi, Vlyr = yp v ocurre ademds que A"y, =

también:

X y Ay AW ANy Aty Ay A% ATy Ay
To Yo
Ayo
1 A2y0
Ay, AT
Ty Yo Ay, Atyy
Ays APy A’yo
T3 Y3 A%y, Aty ASyq
Ays Ay, Ay, ATyq
Ty Ya A?ys Ay, ASy, APyq
Ay, APys APy, ATy,
Ts Ys A%y, Atys ASy,
Ays APy, A’ys
T6 Yo A?ys Ay,
Aye APy
T7 Yr Ays
Ayz
Ts Ys

Tabla 2.1: Tabla de diferencias progresivas
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Ay = zn:(—l)j (?) Yk+n—j

§=0
En la tabla 2.1 aparece como se forman las diferencias de diferentes ordenes. Observe la
regularidad de la diagonal superior.
De la misma forma, en la tabla 2.2 aparecen las mismas diferencias que se calcularon en la
tabla de dif. progresivas, pero ahora con la notacién propia de las diferencias regresivas.

Observe la regularidad de la diagonal inferior.

x y Vy Vi Vy Viy Vy Vb Viy V¥

To Yo
Vi
T Y V2y2
Vs V3ys
T2 Y2 Vs V4,
Vys V3, Voys
T3 Ys VZ?Jz V4y1 V6y0
Vi Vs Vs Vi
Ty Ya V2ys Viye Voyr Veys
Vys Vs Voyq Vs
T5 s V2ys Viyr Voys
Vs Vi Vs
T6 Yo V2yy Viys
Vyz Vs
7 Yz Vs
Vs
Tg Ys

Tabla 2.2: Tabla de diferencias regresivas

Necesitamos ahora establecer una relacion entre diferencias divididas y diferencias fini-
tas para poder reescribir la féormula de Newton en términos de difrencias progresivas o

regresivas. Dicha relacién nos viene dada por el siguiente lema.

Lema 2.6.1. Al
. 'y
Vi 2 0: f[xkaxk’-i-la s 7xk+i] = il i
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Z NEWTON EN DIFERENCIAS PROGRESIVAS

Demostracion. Por induccion tenemos :

e Lo demostramos para i = 0 : f[xi] = f(zx) = yr = A%
e Lo suponemos cierto para ¢ =mn > 0. Y entonces

e Lo demostramos para i = n + 1. Tenemos

_ f['rkw e >xk+n] - f[xk+17 T 7xk+n+1] _
f[xk’a T 7$k+n+1] - -
Tl — Tk4n+l

_ Ay /nlh"™ — Ay /nlh? _ A"k — A"
—(n+1)h (n+ 1)! A tt
_ A" (Y1 — Yi) _ A" (Ayy) _ A"y,
(n+ DAt (n4 DAL (4 1) AntL

2.7 NEWTON EN DIFERENCIAS PROGRESIVAS

Utilizando éste lema podemos entonces obtener la férmula de Newton en diferencias pro-
gresivas, que es la misma que en diferencias divididas pero expresada en diferencias finitas,

que es posible si en los puntos de interpolacién las abcisas son equidistantes, o sea, si

l‘i+1—l'i:h, V@zO,l,,n—l

siendo h la diferencia constante entre dos abcisas consecutivas.

Tenemos entonces los puntos de interpolacion (xg,yo), (z1,¥1), -, (Tn,Yn), donde y; =
f(z;) y ademés x4, = x;+h,Vi=0,1,...,n— 1y podemos escribir 1 = zg+h = x5 =
rn+h=x94+2h=23=290+3h = ... |x; =20+ 1h, i:0,1,2,...,n‘

La expresién del polinomio de interpolacién en diferencias divididas es

() = flo] + flxo, v1](x — 20) + flwo, 21, 2] (x — o) (@ — 21) + - - -

(2.6)
+ flro, x1, L xp](@ —xo)(x — 1) ... (. — 1)
Aplicando el lema anterior a ésta formula obtenemos :
Al A?
pn(T) = Yo + yf (x—:co)—l——ys(x—xo)(x—:cl)%—--‘
1'h 2'h (2.7)
LA Y@ = 21) o (2 — Ta)
n! h»
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por otra parte, hacemos el cambio :

T — X x—x; x—(xg+ih) x—x90—7h xT—20 ih ,
- - - s (2
no ST T h h oo s 29

y sustituyendo en (2.7) :

AN (¢ = z)(z —21)
Pu(®) ="Yo +Aso h : + Ay, 20! 2 1
(x —zo)(x—21) ... (T — 1)
A" =
5% n! hn
S o
- ST
=yo+ A% "5 T HATY ——— (2.9)
n Ss=1)...(s—n+1)
+ A"yo ]
= s(s—1)...(s—k+1 = s
3ty e B k) S ()

con lo cual tenemos :

que se conoce con el nombre de férmula de Newton en diferencias finitas progresivas.

Ejemplo 16. Obtener una formula para la suma de los primeros niumeros naturales.

n
1 : ., )
Sabemos que Y k = % y como queremos obtenerla por interpolacion con abcisas

k=1
equidistantes construimos un conjunto de valores segtin los diferentes valores de n:
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Z NEWTON EN DIFERENCIAS REGRESIVAS

n > y Al AZ A3 Al
1— 1 1
2
2— 142 3 1
3 0
3— 14243 6 1 0
4 0
4— 14+243+4= 10 1
5

l— 1+24+3+4+5= 15

Tenemos p,(z) = > 1_, (1) AFyo
con s = (z —x9)/h =x — 1 con lo que

x2—3x+2+4x—2_

p(e) =1+ 2z — 1) + = (2 — 1)(z — 2) = -
(2.10)

2!
2P+ z(r+1)

2 2
que es lo que debiamos obtener.

2.8 NEWTON EN DIFERENCIAS REGRESIVAS

También en éste caso las abcisas son equidistantes, o sea

Ii+1—xi:h, VZIO,L,TL—l

siendo h la diferencia constante entre dos abcisas consecutivas.

Tenemos entonces los puntos de interpolacion (xg,yo), (z1,1), -, (Tn,Yn), donde y; =
f(z;) y ademés z;11 = x; + h,Vi=0,1,...,n— 1y podemos escribir 1 = g+ h = x93 =
r1+h=x+2h=—=23=20+3h— ... |x; =20+ 1h, i:O,l,Q,...,n‘

Consideramos ahora los puntos de interpolacién en el orden (2., Yn ), (Tn—1,Yn—1), - - -, (To, Yo)

y para éste orden la expresién del polinomio de interpolacion en diferencias divididas es

po(x) = flon] + flon, tna](® — xn) + flan, n1, xno](®x — ) (x — Tpqg) + -+

+ flen, xn1, - xo)(x — x0) (2 — 20 1) .. (2 — 29)

(2.11)

Aplicando el lema anterior 2.6.1 a ésta tltima féormula y considerando la relacién entre

diferencias progresivas y regresivas obtenemos :
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Aly, V*i
flwi wiga, - wiga] = KV hE KRk

Considerando ademas que la diferencia dividida es una funcién simétrica de sus argumentos,
o0 sea, que

f[I07:E17"' Jxk] — f[xioaxip'” 7xik]

para cualquier permutacién posible (i, i1,
que

f['rnvxnfl] == f[xnflu xn]7 f[xn,ﬂjn,h xTLfQ] f[xn,Q,Q:n,l,xn], etc.
Sustituyendo entonces en la ecuacién anterior 2.11:

..,1;) de (0,1,...,k) tendriamos por ejemplo

Vg, V2yn
pn(T) = yn + 1 (x —x,) + 2 (z — zn)(z — 1) +
V"n
+ T (x —xp)(x — 2y 1) ... (x —11)
por otra parte, hacemos el cambio :
xf:(;ln—1 _ x—(x;—h) _ :c—x;;-i-h — x—h:r:n + Eh —u4+1
T —hl’n -y = :vfﬂilnq _ :1:7(3:;72h) _ z—znt2h _ :chhxn + % — 42
z—z; _ T—(tn—(n—i)h) _ x—zpn4+n—ih __ x—2n n—ih __ .
hooT h = J;f =gttt - =ut+tn—1
y sustituyendo en (2.12) :
YOy,
= (x — ) (z — @) (T = 2p_1)
pn() Un+Vi 7 + VQyn 21 )2 e
(x —zp)(®x —2pq)... (T —21)
V"™"n
+VY n! hn
(*3")
i) u(u+1)
= yn + Vi, “Tu+V3y, — (2.13)

(57
" Uwu+1). . (u+n—1)
+ V', .
_Ny vk, wu+1)...(u+k—1)

e u+k—1
Kl _Zvy"( )
k=0

con lo cual tenemos :
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Z NEWTON EN DIFERENCIAS REGRESIVAS

que se conoce con el nombre de férmula de Newton en diferencias regresivas.
Ejemplo 17. Obtener una formula para la suma de los primeros nimeros naturales.

La tabla es exactamente la misma que se construyd para diferencias progresivas, pero se

toma ahora la diagonal inferior, que aparece en negrita

n > y VI v2 v v
1— 1= 1
2
2 142= 3 1
3 0
3— 1+2+43= 6 1 0
4 0
4—s 142+43+4= 10 1
5

59— 1+2+4+3+4+5= 15

Ahora la ecuacién es: p,(z) =D 1, (“H]z*l) V¥,

siendo
u:xhxn:x—& h=1
u(u +1
1 292+ 20+ 10z — 20
=15+ 5(—5) + gile—B)(w —4) = v 2* v
> +x  x(r4+1)

2 2
que es de nuevo lo que debiamos obtener.

— LIMITACIONES DE LA INTERPOLACION POLINOMICA.

Ejemplo 18. Si se toma la funcion f(x) = 1/x en los puntos 0.1,0.2,0.5,1.0,2.0,5.0,10.0

el cdlculo de f(1.5) = 0.6 da sucesivamente :

10, —60, 122, —60, —14.5, —9.95, —8.3575
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considerando 1,2, ...,7 puntos de interpolacion sucesivamente :

La tabla de diferencias divididas es la siguiente

0.1 10
—50
0.2 ) 100
—10 —100
0.5 2 10 50
-2 -5 —10
1.0 1 1 1 1
—0.5 —0.2 —0.1
20 0.5 0.1 0.02
-0.1 —0.01
5.0 0.2 0.01
—0.02
10.0 0.1

y los sucesivos valores obtenidos:

=

0

—50(1.5 — 0.1) = —60
—60 + 100(1.5 — 0.1)(1.5 — 0.2) = 122
122 — 100(1.5 — 0.1)(1.5 — 0.2)(1.5 — 0.5) = —60
—60 4 50(1.5 — 0.1)(1.5 — 0.2)(1.5 — 0.5)(1.5 — 1.0) = —14.5
—14.5 + (=10)(1.5 — 0.1)(1.5 — 0.2)(1.5 — 0.5)(1.5 — 1.0)(1.5 — 2.0) = —9.95
—9.95 4+ 1(1.5 — 0.1)(1.5 — 0.2)(1.5 — 0.5)(1.5 — 1.0)(1.5 — 2.0)(1.5 — 5.0) = —8.3575

s

1

2

(1.5)
(1.5)
(1.5) =
p3(1.5)
(1.5) =
(1.5) =
(1.5) =

=

s

4
bs
De

dejan claro que las diferentes estimaciones que se obtienen por interpolacién polinémica

son muy pobres.
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> INTERPOLACION POR SPLINES CUBICOS

/q ) q(x) soloexiste en[x,,x,,] 9.

Figura 2.1: Interpolaciéon polinémica a trozos.

2.9 INTERPOLACION POR SPLINES CUBICOS

Supongamos que tenemos los n + 1 puntos:

Pi(xg,yr), donde yr = f(xx), E=0,1,...,n

en los cuales se quiere interpolar la funcién f. Las abcisas no es necesario que sean

equidistantes, pero se suponen ordenados, o sea,

Top < T <X < -+ < Ty

En ésta seccion trataremos de la interpolacién polinémica a trozos. La idea es encontrar
polinomios cibicos gx(x) que interpolen la funcién f en el subintervalo [rg,xpi1],k =
0,1,....,n—1.

Definicién 3. La funcion s(x) se llama cibica a trozos en [xo,x,| si existen polinomios

cibicos qo(x), q1(x),. .., qn—1(x) tales que :
s(x) = qu(z) en [z, xpsq], parak=0,1,...,n—1
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Para que s(x) interpole en los puntos Py, P, ..., P, los gx(x) han de verificar :

ka(ﬂsz) = Yk (2'14)

Qk<xk+1) = Yk+1, k:()?]-)"'un_]-
lo cual supone 2n condiciones. Llamaremos a s(z) spline cibico, o simplemente spline, si
los polinomios gx(x) tienen la misma pendiente y la misma concavidad en los nodos que

las unen, o sea :

@1 (7r) = qi (1)

, , (2.15)
G_i(zr) = q(zr), k=1,2,...,n—1

lo cual supone 2(n — 1) condiciones a cumplir. Al tener que verificar las condiciones (2.14)
y (2.15) se asegura que s(x) tiene su primera y segunda derivadas continuas en [zg, x,]. En
éste caso se dice que s(x) es un spline interpolador para Fy, Py, ..., P,.

Si s(z) es cibica a trozos en el intervalo [xg, z,], su derivada segunda s”(x) es lineal en
el mismo intervalo e interpola en los puntos (xy, s”(zx)) v (Tri1, 8" (k1)) en [, Triq].

Por tanto, gx(x) es un polinomio de grado uno que interpola en los puntos (z, s”(zx)) y

($k+1> 5”(5Uk+1))1

T —x T —x
qg(‘r) = S//<xk)¢ + S/I(xk-i-l)ikJ para k= 07 17 cee, N — 1
T — Thk+1 Tp+1 — Tk
Denotando con
hk:$k+1—l‘k, k:O,l,...,n—l
y
o, =5s"(x), k=0,1,...,n
tenemos :

o o
g (x) = h_Z(xk—H —a)+ 5

(x —x), parak=0,1,....,n—1 (2.16)

donde hy, y o son constantes (o3 a determinar). Integrando dos veces :

Ok (Trg1 — 53)3 4 Opt1 (T — )

donde el término lineal lo podemos escribir como :

3

q(r) =

Cr + Dyx = Ag(z — xy) + Bp(Tp41 — )

53



2

siendo Ay y By constantes arbitrarias, quedando entonces :

INTERPOLACION POR SPLINES CUBICOS

Tk (Tpg1 — 95)3 Ok+1 (x - xk)d

Aplicando a (2.18) las condiciones (2.14) :
_ ORI TR g 04 Byhe — 202 4 Beh 2.1
W= T 0+ A,.0+ whi = =i & Bil (2.19)
Vert — "zzlhi + Aphy, = ZELR2 4 Ak, (2.20)
y despejando de aqui Ay y By y sustituyendo en (2.18) resulta :
o | (wpg1 — 2)3
gr(z) = = (Tr = 2)7 hi (241 — @)
6 hy
)3
L Tk | (- 2)” (s — ) (2.21)
6 hy
+yk[w]+yk+l[x_xk]7 parak:()?l)"'an_l
h I

que es la ecuacion del spline qx(x).
Nos falta atin conocer los valores 0y, o1, . . ., 0, (n+1 incégnitas) para lo cual usamos (2.15);

derivando en (2.21) tenemos :

/ ok [—3(Tpp1 — 2)° ] Ok+1 [3(% —x)? Yk+1 — Yk
=k h — hy| ¢ LR
a(®) =5 [ I L I U
Por tanto :
() = 25 (—2hy) + T (—p,) 4 Lol — Uk (2.22)
6 M
g g —
Gh (i) = T (i) + 7 (2he) + P (2:23)

Reemplazando k por k — 1 en (2.23) para obtener ¢;_,(xy) e igualando a (2.22) nos da :

Y41 — Yk Yk — Yk—1
hi hi—1

hk,1 Ok_1+ 2 (hk,1 + hk) O + hk Ok4+1 = 6 <

), parak=12...,n—1

(2.24)
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o también
A Ay
hkflo'kfl+2(hk71+hk)ak+hk0'k+l:6< yk— Sk 1), parak:1,2,...,n—1
hy -1
(2.25)
o también

hi—1 0k—1 4+ 2 (hg—1 + hy) ok + hy, o1 =6 <f[xk,xk+1] — flrg_1, xk]>, parak=1,2,....,.n—1

(2.26)
Como el indice k varia de 1 an—1, se producen n—1 ecuaciones lineales con n+1 incognitas
00,01, ...,0p, lo cual produce un sistema subdeterminado que tiene infinitas soluciones.
Existen varias estrategias para eliminar oy de la primera ecuacién y o, de la (n-1)-ésima

produciendo un sistema tridiagonal de orden (n-1) en las variables 01,09, ..., 0, 1.

ALTERNATIVA 1 Especificar el valor de s”(x) en los puntos extremos : g9 = s”(xg) y

o, = §"(x,). Sise pone gy =0, 0, =0 se denomina spline cibico natural.

ALTERNATIVA II Suponer que s”(x) es constante en los extremos : oy = 01 y 0, =

On—1

ALTERNATIVA III Suponer que s”(x) es lineal cerca de los extremos : oy = hil((ho +
hi)oi — h002) y

On = 1 ( - hn—1>0n—2 + (hn—2 + hn—l)an—l)

hn—2

ALTERNATIVA 1V Especificar el valor de s'(z) en los puntos extremos :
o9 = h% [Ayo — §'(z0)] — 301y

Op = ,;’i [8'(20) = AYn_1] — 3001
Si hay que calcular muchas veces s(z) entonces es preferible hacer la sustitucién :
Tpy1 — 2 = (Tp1 — xx) — (2 — x) = hy — (2 — xp)
en gi(z) y entonces expresar éste en potencias de z — x;, para obtener :

qx(2) = yp + aq(z — ) + gz — xk)2 + az(z — xk)?’

=yr + (z = zp)(ar + (2 = 2p) (g + (2 — 71) )
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INTERPOLACION POR SPLINES CUBICOS

evaluado con sélo 4 sumas/restas y 3 productos, donde

o = f[l'k,l‘kﬂ]

En forma matricial, el sistema tridiagonal que resulta es (caso de spline cibico natural):

D,
6

— — (o1 +20%), ag = 5 Q3 =

L f[xn—lvxn] - f[xn—lymn—Q] _

o también

2 (ho + hy) ha
hy 2 (hy + ho)
0 ho
2 (hp—3+ hyp_2)
hn—Z

[ 2 (hg + hy) hy 0
ha 2 (hy + ho) 0
0 o 0
2 (hn—?) + hn—Z) hn—2
| 0 0 hnf2 2 (hn*Z + hnfl) J

O

0 o1
)
03
hp_o :
2 (hp—a+hyp_1) | | On-1

Ok+1 — Ok

6h

01
02

03

Onp—1

Ejemplo 19. Interpolar por splines cibicos la funcion f(x) = 1/x en x = 1.5 tomando
los puntos (0.1,10.0), (0.2,5.0), (0.5,2.0), (1.0, 1.0), (2.0, 0.5), (5.0, 0.2), (10.0,0.1).

Solucioén :

ho=02-01=0.1 h3=20-1.0=1.0
hi=05-02=03 hy=50-20=3.0
he =10—-05=05 hs;=10.0-5.0=5.0

El sistema que resulta es
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25 5-10
1 2(0.1+0. 30y =
0 O'0+ (O +03)0’1+030’2 6<O5—02 02_01)
0.301+2(0.3+0.5)0,+0.505=06 -2 =0
Al WU =Y AT 0205 05— 0.2
0.5—1.0 1-2
. 2(0.5+1. 1.00, =
050’2+ (O5+ 0)0’3+ 00'4 6(20_10 10— 05)
02-05 05—1.0
1. 2 (1. . 005 =
003+ 2(1.0+3.0)04 +3.005 6<5O—20 20_10)
1-02 02-05
. 2 (3. . 00g =
3.004+2(3.0+5.0) 05+ 5.00¢ 6(10 =0 50_20)

Poniendo oy = g¢ = 0 tenemos

[ 08 0.3 0

0 0 o1 10
03 1.6 05 0 0 o2 8
0 05 30 1.0 0 o3 | =6 | 15
0 0 1.0 80 30 || o 0.4
0 0 0 30 160 | | o5 | | 0.08 |

de donde se obtienen

o1 = 311.65398570643
o3 = 8.4549532710280

o9 = —31.077295217152
o4 = —.82621220450797

o5 = 0.18491478834524
Para x = 1.5 habra que elegir ¢s(z)

(2.0 —z)? oy [(z—1.0)3
6| 10 _LOQO_@} 6[ 1.0

y su valor g3(z) = 0.27320367097855 es una mejor estimacién que la obtenida por interpo-

q3(x) = — 1.0 (z — 1.0)| +1.0(2.0—2)+0.5(z—1.0)

lacién polinémica (ver figura 2.2).

Los diferentes splines que resultan son:
=519.4233092° — 155.826993z% — 39.611534z + 15

7 —190.4062672° + 270.0707532* — 124.791083x + 20.678637

qo()
(
¢2(x) =13. 1774162 — 35.3047722% + 27.8966792 — 4.769324
(
(
(

T

— 1.5468612° + 8.8680592% — 16.276152x + 9.954953
+0.05617372* — 0.750148z% + 2.960264x — 2.869324
—0.00616383x> + 0.1849148x2 — 1.715052z + 4.922870

q3

qs\T

) =
)
) =
) =
gs(z) =

o7



> INTERPOLACION POR SPLINES CUBICOS

1“ T T T T

0oL 8.4575/6% ((2-X)* * 3-(2-X))-0.8334/6* ((X-1)** 3-(x-1))+(2-X)+0.5* (xyl); ------ |

0.7 -

06 - .

04 -

03 [ i

0.2 | | | |
1 1.2 14 16 18 2

Figura 2.2: La funcién 1/z y ¢3(x) en el intervalo [1.0,2.0].

(go(x), size[0.1,02], (también (—o0,0.2])
q(x), sixel0.2,0.5],
q(x), sixe[0.5,1.0]
s(z) =
qs(x), six€l.0,2.0],
qs(z), siz € [2.0,5.0],
La5(z), siz€[5.0,10.0], (también [5.0,+00))

En el intervalo [1.0, 2.0], la representaciéon de ambas funciones es la que aparece en la figura
2.2.

Ejemplo 20. Interpolar por splines ciibicos la funcion f(z) = 1/(x* + 1) en el intervalo
0 < z < 1 tomando los seis puntos de abcisas x = k/5, k=0,1,2,3,4,5.

Por célculo directo tenemos :

Yo = 1.00000000 y3 = 0.73529412
y1 = 0.96153846 y4 = 0.60975610
y2 = 0.86206896 5 = 0.50000000
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y es hg = hy = hg = h3 = hy = 1/5 = h y poniendo oy = 05 = 0 y multiplicando ambas

partes por 1/h :

4100] [ Ys — 291 + Yo —9.151194
1410 oa| 6 |wm—2ypt+ty | | 4095801
014 1 o3 | P2 | ya—2ys+uye | | 0.185523
001 4]/ oy Ys — 294 + V3 2.367288

y resolviendo o7 = —2.165814, 09 = —0.487920, o3 = 0.022536, 04 = 0.581866 y tabulando
la funcién entre 0 y 1.0 con paso 0.002 la gréfica de f(x) y el spline ciibico son indistinguibles

(error méximo ~ 0.0040 que se produce entre 0 y 0.2).

2.10 AJUSTE DE FUNCIONES.
APROXIMACION MINIMO CUADRATICA

Sean (z;,9;), 4 = 1,2,...,n una nube de puntos con pesos w; > 0 y sea {g;}7; una
familia de funciones basicas.

Si llamamos

m

o(z) = g1 (x) + cago(z) + -+ + Cpgm(x) = chgj(x)

donde las ¢; estan por determinar, se trata de hacer minimo el error cuadratico :

e= Zwi@(l‘z‘) —y;)? (2.27)

siendo y; = f(x;), f desconocida.

Por tanto, una condiciéon necesaria de existencia de minimo para e es :

9,
a—:k:O, para k=1,2,...,m (2.28)

que se denomina sistema de ecuaciones normales y es en definitiva un sistema de ecuaciones
lineales com m incégnitas c;.

Desarrollando (2.27) tenemos :

e =wy(¢(r1) — y1)2 + wa(p(x2) — y2)2 + o wn(P(xn) — ?Jn)2 =
wi(e1g1(21) + -+ emgm(@1) — y1)° + -+ walcrgi(Tn) + - + Cmgm(Tn) — yn)?
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~AJUSTE DE FUNCIONES.
Z APROXIMACION MINIMO CUADRATICA

Por tanto :

—— = 2w (p(71) — y1)g1(21) + 2wa(d(22) — ya)gr(T2) + -+ - + 2w (P(T0) — Yn)gr(T0) =

= 2Zwi(¢(aji) —y)ge(z) =0, k=1,2,....n
(2.29)

de la cual se puede eliminar el 2 ya que esta igualado a cero. O sea :

wi(c1g1(w1) ++ - A CmGm (1) —y1)gr (1) +- - +wn(c1gi () ++ - -+ CmGm(Tn) = Yn) e (Tn) = 0

Reordenando respecto a las ¢, y pasando al segundo miembro los términos con signo

negativo tenemos :

= ci(wigi(@1)gr(1) + -+ + w1 (@n) ge(2n)) + - + Cn(W1gm (21)ge(21) + - - - + Wn G (Tn) g1 (T0))
= wiyrge(21) + -+ 4 WnYngr(Tn)

donde ya se han pasado al segundo miembro los sumandos con un signo negativo en la

expresion anterior. Por tanto, queda :

Zm: Cj < z": w; g (%)%(%)) = zj: WY gr ()

Jj=1 =
para k=1,2,...,m. O también en forma matricial :

Yo wigi(xi)gi(ws) Yo wiga(wi)gi(ws) o DD wigm(ws)g1(x:) > wiyig (%)
iil izl i?},l c1 Z'?Ll

; w;igh (561)92(5171) ; wi92($i)g2($i) te ; wigm(xi)QZ (l’z) Co B ; wi?/iQQ(l'z')
n n n CTTL n

> Wig1(Ti)gm(Ti) Do wiga(Ti)gm (i) - Y0 Wigm (i) gm (i) > Wiy Gm ()

| =1 i=1 i=1 i L i=1 i

que se denomina sistema de ecuaciones normales para la aproximaciéon por minimos
cuadrados. De aqui se obtienen ¢y, cs, .. ., ¢,,. Nétese que la matriz es simétrica, y definida
positiva.

Un caso particular importante es cuando se quiere ajustar los datos a un polinomio de

un determinado grado, o sea, cuando :
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m—1
Cb(x) = pn(f) =+ oxr + 0é2$2 + -4 Ozma?m_l = Z ozjxj
=0

j+k—2
1

En éste caso es gj(x) = 277! y por tanto g;(z;)gr(x;) = y el sistema normal queda

de la siguiente forma :

n Yo Yap o Yat ][ a [ >y
in Z%Q fo Zx%n Qg Zyz'l‘i
Salo Yad Yapo - Yapt ay | = | Yyl

DL DEED DEA D D A I Rt | Yy

Ejemplo 21. Dados los puntos Pi(1,6), Py(2,1), P3(4,2), Py(5,3), P5(10,4), Ps(16,5) en-

contrar los polinomios de grados 1,2,3,4,5 y 6 que mejor se ajusten por minimos cuadrados.

Para el caso de grado uno tenemos p;(x) = ag + ayz y entonces :

BEAIGRE
Zl‘z‘ ZZE? aq Zyzxz

6 38 ap | |21
38 402 a; || 151

cuya solucién nos da la recta de regresiom p;(z) = 2.793 + 0.1116z.

Y sustituyendo :

Analogamente, para el caso de grado dos tenemos:

n Z Ly Z %2 Qo Z Yi
> 2%2 fo’ ar | = | Yvim
Yoap dlap Yl | | >y

Y sustituyendo :

6 38 402 o 21
38 402 5294 a; | = | 151
402 5294 76434 Qo 1797

cuya solucién nos da py(z) = 4.0593 — 0.4159x + 0.03097z2.
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AJUSTE DE FUNCIONES.

> APROXIMACION MINIMO CUADRATICA
6 38 402 5294 o 21
38 402 5294 76434 ap || 151
402 5294 76434 1152758 a | | 1797
5204 76434 1152758 17797002 o 24997

cuya solucién nos da p3(z) = 6.4822 — 2.1813x + 0.30752? — 0.0110623.

El resto de los polinomios resultantes del ajuste son:

p3(r) = 6.482 — 2.181x 4 0.30752% — 0.0110762°
pa(r) = 15.43 — 12.75x + 3.4942* — 0.337142° + 0.010375z*
ps(7) = 20.72 — 21.74x + 8.282* — 1.35822" + 0.0988762* — 0.0025792°
con error cuadréatico de 0.182823 x10717,
ps(z) = 13.2005 — 5.8561x — 3.356927 + 2.4861z* — 0.51302* + 0.042052° — 0.0011742°

con error cuadratico de 0.229023 x 10719,

En algunas ocasiones la funcién de ajuste no aparece expresada como una combinaciéon
lineal de funciones basicas, debiéndose realizar previamente algunas transformaciones con
el fin de obtener una ecuacién transformada que sea lineal, como es el caso del siguiente

ejemplo.

Ejemplo 22.
La intensidad de la radiacion emitida de una fuente radiactiva viene dada por la formula

I = Iye= . Determinar las constantes o e Iy usando los datos dados :

t| 02 ]03]04]05]06]07]08
I 316|238 1.75 | 1.34 | 1.00 | 0.74 | 0.56

Tomando logaritmos neperianos, tenemos :

I=lhe=Inl=nlj—at=Y = A+ Bt

conY =Inl, A=Inlyy B = —a, con lo que hay que anadir una linea mas en la tabla,

la correspondiente a In I que nos ha aparecido en la linealizacién :

InT || 1.1506 | 0.8671 | 0.5596 | 0.2927 | 0 | —0.3011 | —0.5798
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El sistema que resulta es pues :

O sea :

Y de aqui :

siendo el error cuadratico cometido de 0.366075 x 1073.

L1 2t A — > Yi
Zti Zt? B Zyitz’
3.5 A | 1.9891
35 2.03 || B| | 018583
3.387468
= ~Tog ~ L7283 = Iy =" = 5631073 ~ 5.63
N *561% = —2.8883 — o = —B = 2.8883 ~ 2.89

Otro ejemplo que supone linealizacién es:

Ejemplo 23. Dada la siguiente nube de puntos :

0.1

Xi

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

vi || 0.4204

0.4460

0.4726

0.5027

0.5378

0.5792

., . 2 _ . . s
encontrar la funcidn del tipo y = o 27 HV5=1 que mejor se ajuste por minimos cuadrados.

FEstimar asimismo el error cuadrdtico cometido.

Tenemos log, y = log, a + B2* + y/x — 1 = logyy = (logya — 1)+ B 22+ v x
5 T x Yy
osea, Y = A+ Bx? + Cy/x, con funciones basicas gi(z) =1, go(x) =22, g3(z) = /7.
Construyendo entonces la lineas necesarias:
Xj 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Vi 0.4204 0.4460 0.4726 0.5027 0.5378 0.5792
Y =log,y; | —1.25016506 | —1.164884 | —1.081308 | —0.992230 | —0.894858 | —0.787866
VXi 0.316228 0.447214 | 0.547723 | 0.632456 | 0.707107 | 0.774597
x? 0.01 0.04 0.09 0.16 0.25 0.36

El sistema que resulta es:
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AJUSTE DE FUNCIONES.

> APROXIMACION MINIMO CUADRATICA
[ 6 6 7 [ 6 7
1?1 i=1 121 A zzl
oap Y > i/ B | =| Xy}
=1 =1 =1 =1
6 6 6 C 6

Y sustituyendo :

6 0.91 3.425325 A —6.171311 —4.277627
0.91 0.2275  0.6271071 B | = | —0.822518 | (o también | —0.570126 | sies In)
3.425325 0.627171 2.1 C —3.379128 —2.342233

con lo que queda:
A = —1.414679 = logya — 1 = o = s 04M6™ ~ (.750186 y por otra parte B = 3 =

0.667617,C' = v = 0.498999 siendo entonces la funcion :

y = 0.75018620-66761722+0.498999,/z—1

siendo el error cuadratico 0.161628 x 10~7 en éste caso.
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Capitulo 3

DERIVACION E INTEGRACION
NUMERICAS

3.1 DERIVACION NUMERICA

3.1.1 Introduccion

Las férmulas que surgen légicamente para aproximar la derivada de una funciéon en un
punto a cuando se conoce el valor de la funcién en varios puntos son las férmulas de tipo
interpolatorio.

Vamos a verlas en los casos méas usuales .

El caso maés sencillo sera aquel en que se usa solamente el valor de la funciéon en un punto

xo. La férmula es por tanto del tipo :

f(a) ~ ag f(xo)

Para escribir el segundo miembro debemos hallar el polinomio de interpolacién de f en x
y derivarlo. Como dicho polinomio es f(z() constante, al derivarlo resulta cero. Por tanto,

la férmula anterior de tipo interpolatorio, exacta para los polinomios de grado 0 es :

f'(a) ~0

que tiene poco interés y con error R(f) = f’(a) naturalmente.
Supondremos que f es de clase C™ (para un cierto n que dependera del caso) en un intervalo

que contenga el valor a.
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> FORMULAS CON DOS PUNTOS

3.2 FORMULAS CON DOS PUNTOS

El caso en que se utilizan dos valores de f : f(z9) v f(x1), se construye el polinomio de

interpolacién de f en xg v x1 y se deriva en el punto a

o — f(wo) \,
flxo, v1] = p(x) = f(20) + fl20, T:1](T — 20)
ry — f(r1) /
con lo que

f(x1> - f(Io)

p'(x) = flzo, 1] = 71 — 20

Si se quiere aproximar f’(a) tenemos :

e Eligiendo zg =a,x1 =a+ h :

f/(CL) ~ f(a—i_h})l_f(a)

y el error cometido seria, aplicando Taylor :

h? h3
fla+h) = fla) +nf'(a) + 5 f"(a) + 57" (@) + -

con lo que :
Jat W =10 _ pigy 1 By + ’;_f F(a)+ -
y de aqui :
Error de truncamjsnto, potencias h¥*
Play - LOED I By g
o bien:

flay— LOEN =@ o). donde € € [a,a+ B
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f(x+h)=f(x)

Pendiente =

/

f(x)

Pendiente exacta = f'(x)

f(x+h)—f(x-h)

Pendiente =
2h

o
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1

x—h X X+ h

Figura 3.1: Derivada y aproximaciones.

e Eligiendo 2y =a+ h,zp =a—h:

fla+h) - fla—h)

/o)~ =

y el error cometido en éste caso seria, aplicando de nuevo Taylor :

!/ h2 " h3 "
fla=h) = fla) = hf'(a) + 5 f'(a) = 5 f7(a) + -
con lo que :
h)— h h?
f(a+ })L f(a) :f,(a)+if”(a)‘l’af”/(a)_‘_'”
y de aqui :
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> FORMULAS CON TRES PUNTOS

Error de truncamiento, potencias h2¥
7\

N

2 4 6
'(a) = @)~ 2 PO~ fa)

flath)—fla—h)

o = —h*/6f" (&), donde € € [a— h,a+ A

f'(a) =

Como el error en la férmula en diferencias centrales es de orden O(h?), ésta es més precisa
que la férmula que utiliza diferencias progresivas. En la figura [3.1] se aprecian las diferentes

pendientes obtenidas por las diferentes estimaciones de la derivada.

3.3 FORMULAS CON TRES PUNTOS

En éste caso es p(x) = f(xo) + flxo, x1](x — x0) + flro, 21, 22](x — xo)(x — x1) y entonces:

p,(fﬂ) = f[ifo, 931] + f[l"o,iﬁl, $2](293 — 29— 1)
f(x1) = f(xo) | floy, 0] — flwo, 21]

= + (21‘ - QZO - -Tl)
T1 — X To — Xo
f@2)—f(z1)  f(z1)—f(zo0)
_ f(xl) f(l’()) + T2—T1 T1—T0 (23: — 1y — SL’1>
xr1 — o o — Zo

Si se quiere aproximar f’(a) tenemos :

e Eligiendo entonces g = a,x1 = a + h,x2 = a + 2h (derivacién en un extremo del

intervalo) :

A\

- 2h) + 4 h)—3 h? W )
f’(a): f(a+ )+ th(a+ ) f(a) +§f”/(a)+sz(a)+'”

e Eligiendo g = a — h,x; = a,23 = a + h (derivacion en el centro del intervalo) :

A

— _ T2 4 6
iy = 2RI B gy ey i)

obteniéndose de nuevo la férmula en diferencias centrales y siendo el error el mismo

que antes, por supuesto.
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3.4 FORMULAS CON CUATRO PUNTOS

Tomando xy = a — 2h,xy = a — h,z9 = a + h,x3 = a + 2h (derivacién en el centro del

intervalo) :

;o —fla+2h)+8f(a+h)—8f(a—h)+ fla—2h) h*
o) = o 0@+

3.5 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

No hay dificultad en extender a la aproximacién de f*(a) el procedimiento usado para
la obtencién de aproximaciones de f’(a). Sin embargo, en primer lugar, hay que tener en
cuenta que si para la aproximaciéon de f*(a) vamos a usar n puntos y es n < k, el polinomio
de interpolacién sera de grado n — 1 a lo més y al derivarlo k veces para obtener p*)(a)
resultara el valor cero.

Por tanto, n > k forzosamente. En particular, el caso mas interesante k£ = 2 usando tres
puntos xg, x1, 22 y asi obtener f”(a).

Partiendo de nuevo de la expresién conocida del polinomio de interpolacion de Newton en
los tres puntos : p(z) = f(xo) + flxo, z1](x — x0) + f[x0, 21, 22](x — 20) (x — 1) y derivando
dos veces obtenemos :

p"(m) = 2f[$07$1, Iz]

e Tomando zg = a — h,x; = a,x9 = a + h (derivacién en el centro del intervalo) :
flath)—f(a) _ f(a)—f(a=h)
f"(a) ~2fla—h,a,a+ h] =2 L o7 h

_ flath)—2f(a) + f(a—h)
h2

siendo el error :

G
R(f) = 5 D) + -
e Eligiendo =g = a, 21 = a + h,xs = a + 2h (derivacién en el extremo del intervalo) :

A\

’ ——
+=hf"(E) + )

fla+2h)—2f(a+h)+ f(a)
12

(@) =
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> DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

siendo &, n €la, a + 2h].

Ejemplo 24. Suponiendo los siguientes datos empiricos, queremos encontrar diferentes

estimaciones del valor de f'(0.5) :

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Xi 0.1
9.0253 | 10.3627

f(x;) | 5.1234 | 5.3057 | 5.5687 | 5.9378 | 6.4370 | 7.0978 | 7.9493

(Nota : en realidad los valores dados en la tabla son perturbaciones de los valores del
polinomio f(x) = x* + 32° + 222 + 2 + 5 que se pueden considerar que surgen de errores
de observacion, de redondeo o ambos. El valor exacto es f'(0.5) = 5.75)

Tenemos un paso h = 0.1 y utilizando la férmula central para dos puntos :

£1(0.5) = fla+ h)g_hf<a —h) (a=0.5) f(0.6)0f2f(0.4) _5g8

Eligiendo la férmula central con cuatro puntos :

£(0.5) ~ ﬁ[f(a _oh) —8f(a—h) +8f(a+h) — fa+2h)]

_ F(0.3) ~ 8f(0.4) +8£(0.6) — f(0.T) _ o
1.2 '

Si se ajustan los datos a un polinomio de grado cuatro obtendriamos :

y(x) = 0.9988z* 4 2.98992° + 2.01722% + 0.99202 + 5.0010

que derivado y evaluado en = = 0.5 nos da y'(0.5) = 5.7510, que también es muy buena

estimacion.
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3.6 FORMULA DE EXTRAPOLACION DE RICHARD-
SON

3.6.1 Introduccion

Sabemos que:

Error de truncamiento h2¥
7\

/ f(éE—Fh)—f(lE—h), h? 1" ht v h° Vil X
fl(x) = 57 3 (95)—5 (@) ==/ (x) —
Error de tru)n\camiento h*
h) — - h h2 h3 ) (31)
f/(l’) _ f(l‘+ f)L f($) _5f1/<x>_yf///(l,)_sz(x)_'__“
ny_ St h) = 2f(@) + f(z = h) fe(a)
fle) = E +Zﬁ (2i +2)!

J/

Nuestra estrategia seria entonces evaluar una de las férmulas para una secuencia de valores
de h tendentes a cero, parando cuando obtuviésemos el resultado con la precisién deseada.
Este procedimiento, sin embargo, no es posible ya que eventualmente el error de redondeo
dominard el célculo. Cuando h — 0, tanto f(z + h) como f(x — h) tienden a f(x), asi
que su diferencia tiende a la diferencia de dos cantidades casi iguales y asi contiene cada
vez menos digitos significativos.

Por tanto, no tiene sentido llevar a cabo éste calculo mas alla de un cierto valor umbral
para h que depende de la precisién con que f(z) se puede calcular.

Si una cota del error relativo en el calculo de f(z) viene dada por R, o sea, el valor calculado
f(z) = f(z)(147) con |r| < R entonces una cota del error relativo es R/h.

Si quisiéramos un error relativo de € (o menor) en la primera derivada, no podemos permitir

que h sea menor que R/e. Pra la segunda derivada el umbral es h? > 4R/e.
Ejemplo 25. Calcular f'(3) siendo f(z) =Inz.

Usando la féormula central con dos puntos :

In(3 + h) — In(3 — h)
2h

In’(3) ~
obtenemos sucesivamente (suponiendo una mantisa de 10 digitos) :
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> FORMULA DE EXTRAPOLACION DE RICHARDSON

h |3
0.1 0.3334568725
0.01 0.333334568
0.001 0.333333345
0.0001 | 0.33333335
0.00001 || 0.33333335
0.000001 || 0.3333335
1077 0.33335

10°% | 0.3335
1077 | 0.335
1071 1035
10 105

Obsérvese que inicialmente se van obteniendo mejores estimaciones, pero pasado un deter-
minado valor, las estimaciones empeoran hasta el punto de carecer totalmente de signifi-

cacion.

3.6.2 Extrapolacién de Richardson

Supongamos en general que disponemos de una férmula f(h) que nos aproxima una can-
tidad A :

error de truncamiento

A= f(h) +a1hnl + agth + Clghns +os M <ng<ng<... (32)

Utilizando ésta féormula dos veces para obtener dos aproximaciones para dos valores difer-
entes de h, digamos h y hi, donde suponemos h; > h, o sea, disponemos de f(h)y f(hy).
Como f(h) — A cuando h — 0, f(h) serd mas precisa que f(h;). En ésta situacion,

introducimos el paso

T:%>1:>h127‘h

Reemplazando en (3.2) cada ocurrencia de h por hy = rh :

A= f(rh) + a1 (rh)™ + as(rh)™ + ag(rh)™ + - - -
= f(rh) + a;r™h™ + agr™h"™ + agr™h™ 4 - -
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Z Extrapolaciéon de Richardson

Multiplicando la ecuacién (3.2) por ™ y restandole la ecuacién (3.3) tenemos :

A= A=0r"f(h) = f(rh) + " agh™ — agr™h™ +r"azh™ — azr"™h" + -
() — (k) aah" 7 ) agh (=) e

ni h— h N1 __ N2 N1 __ N3
:A:T f() f(r)+7" r a2hn2+ua3h”3+...
rm — 1] rm—1 Jm—1 , (34)
b b '
2 3

ni h _ h
OO0

fi(h)

J/

O sea, que la cantidad A la podemos aproximar también por la nueva férmula fi(h)

A = fi(h) + byh"™ + bsh"™ + - - - (3.5)

que tiene por término principal del error byh"2, es decir, es una férmula de O(h"?), més
precisa que la anterior, f(h).

La férmula anterior (3.5) también se puede escribir asi :

A— (ha/R)™ f(h) — f(h1)
(h1/R)m™ —1

+ boh"™ 4 b3h"™ + - - - (3.6)

La férmula de Richardson se podria aplicar a un conjunto de valores de A obtenidos para
diferentes valores h; y que denotaremos T, todos ellos con error O(h™). De ésta forma
se podria obtener una segunda columna que seria de O(h"2) y por tanto con valores més
precisos para A. Combinando ahora dos valores sucesivos de ésta nueva columna, aplicando

de nuevo Richardson, podriamos obtener una tercera columna que seria de O(h™), etc.

h  O(h™) O(h™) O(h™) O(h™)

h1 I Tol
h2 e T02
hy — I

Ahora bien, si los n; = 3 7, siendo 8 fijo, o sea, el error de truncamiento para A fuera de
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> FORMULA DE EXTRAPOLACION DE RICHARDSON

o0
la forma Y a; h?*, se podria construir un arreglo triangular mediante la aplicacién de:
k=1

i (hhik)ﬂ leﬂ T, k=1,2,--(columna) (3.7)
= para .
‘ (hi/hipr)? =1 i=1,2,---(fila)

Entonces, si se utiliza para la aproximacion de la derivada la férmula

fle+h)—flz—h)
2h

f'(x) ~

sabemos que el desarrollo del error de truncamiento tiene la forma

f(2k+l) ($)

oo h2k:
22k + 1))

1

y por lo tanto es § = 2 en la formula general quedando entonces :

T — (hﬁk )2 leﬂ - Tlifl
g (hi/hii)? — 1

Para éste caso, si ademas se consideran las h; de forma que cada h sea la mitad del

anterior, tendriamos :

con lo que

RNCUE T SO U T
(26)2 —1 4k —1

que es como generalmente aparece en los libros de texto la formula de extrapolacion de
Richardson, siendo éste un caso particular de aplicacion de la féormula.
La siguiente tabla indica el orden de calculo de los elementos a construir para la obtencion

de las diferentes estimaciones sucesivas de la cantidad A :
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Z Extrapolaciéon de Richardson

h T} T! T, TL T T TL
hy — T5 \4
TP\
hy — T02 /! Tzl N
e/ T3\
hs — Tg) T22 / T41 N
Ty 3/ 3\
hy — Tél T23 T42 /! T61
T T3 ./
hs — Tg T24 Tf
Iy Ty
he — T(? T25
Ty

Ejemplo 26. Calcular la primera derivada de f(z) = cotx para x = 0.04. (valor exacto a
7 decimales : 625.33344002) Utilizar la formula central para dos puntos con los siquientes

valores de h :
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FORMULA DE EXTRAPOLACION DE RICHARDSON
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2

donde en la primera columna aparecen los cocientes entre dos h; consecutivas.

Ejemplo 27. Queremos calcular f'(3) siendo f(x) = Inz usando 6 digitos y utilizando la
formula central :

gy~ LBEN —SB1)

Como se va a usar la formula central, es § = 2 y la formula de extrapolacion de Richardson

sabemos que queda :
- ,
Ti — 4 letl B Tlg—l
b 4k — 1

si se utilizan los h; de forma que h;,; sea la mitad que el h;.

La tabla con los calculos queda de la siguiente forma :

h T T T Ti
hi=0.8 — 0.341590 N\,

0.333243
hy =04 — 0.335330 0.333336 \,

0.333330 0.333333
hy =02 — 0.333830 0.333330

0.333330

hy =0.1 — 0.333455

3.7 INTEGRACION NUMERICA

3.7.1 Caso lineal (dos puntos)

Supongamos los puntos (xg, ¥o), (21, y1) siendo x; = x¢+h, siendo h la longitud del intervalo
de integracion.
El polinomio de interpolacién de Newton en diferencias progresivas es :

r — T

h

p1(x) = yo + Ayp s, siendo s =
Por tanto x = sh + x¢ = dx = hds y tenemos :

/xl p1(x)dr = h/l[yo + (51— o)slds =

x0 0
1

=h [yo + (y — yo)%} = g (o +91)

2
=h [yos + (y1 - ?Jo);]

0
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> INTEGRACION NUMERICA

conocida como férmula del trapecio ya que geométricamente representa el area del

trapecio bajo los puntos (zo, ¥o), (Z1,41)-

Figura 3.2: Férmula del trapecio.

Vamos ahora a calcular el error cometido E al aproximar la integral mediante la regla del
trapecio. Para ello, consideraremos que F' es una primitiva de la funcién y(z) que estamos

integrando y entonces F'(z) = y(x) y se verifica :

1 arrow h/2
_ / y(x)de PE F(r1) — F(o) = Flao) + hF (zo) + S @)+ = Fa)
x0 :
h2 h3 h2 h3
= hF'(zo) +§F”($o) + gFW(l’o)+"' =hyo+ 5%"‘598"‘"'
Por otra parte tenemos :
h h h? h?
§(y0+y1):§(y0+y0+hy{)+§y6'+§y6”+m):>
h h3 h* 2—n _
N - B S R R (n=1)
5 Wo+41) = =15 % — 57 % ST )
o también :
h3
E = D y"(€), donde & € ]z, 4]

3.7.2 Caso cuadratico (tres puntos)

Sean los puntos (g, yo), (71, Y1), (22, y2) siendo x1 = xo+ h, x9 = x¢+ 2h, siendo h la mitad
de la longitud total del intervalo de integracion.

Ahora el polinomio de Newton es:

80



2 Caso cuadrdtico (tres puntos)

2 r — T

h

pa(x) = yo + Ayp s + '03(3—1), siendo s =

como antes. Tenemos entonces :

x2 2 1
/P2($)d$:h/ [yo+(y1—yo)8+2(y2—2y1+yo (s—1)

x0 0

I—I

2

s 1 s3
2 ) -2
5 +2(?J2 Y1 + %) <3 2)]

1
=h [2y0+ (y1 —v0)2 + §(y2 —2y1 + Yo) (— — 2)}

=h [yos + (y1 — yo)

0

h
3 (Yo +4y1 +12)

que se denomina regla de Simpson.

(x) polinomio

\ interpolador

Figura 3.3: Formula de Simpson.

El error cometido E al aproximar la integral mediante la regla de Simpson es :

h h , h? h3 "
5(y0+4y1+y2)Ig(yo+4(yo+hyo+5yo+3—yo+ )+
2h)2 2h
+(yo+2hy6+(2,> y6’+(3,) Yo +-0) =
h 5
:5(6y0+6hy6+4h2y +2h%y, ”’+6h4y0 )

y por otra parte :
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TABLA DE FORMULAS ELEMENTALES DE INTEGRACION

I :/ y(z) dx

y restando :

(Barrow)

= 2hyo + 20° Yo +

= F(z2) —

xo) = 2h F'(x

(2h)°
2l

0)

3!

h4 " —h5
W g

o

T2 h
E= [ ya)do = (o du ) =

5

5 y@ (&), donde € € Jxg, x5

(20) + wF"’(mo) 4.

3.8 TABLA DE FORMULAS ELEMENTALES DE

INTEGRACION

Veremos sélo las formulas cerradas de Newton-Cotes, donde n se refiere al grado del poli-

nomio.

Son todas del tipo :

donde k es una constante que multiplica al paso h =

zo

/ y(x)de =kh(coyo+c1yr + -+ cnYn)

Ln —XQ
w -

Nombre Formula Error

Trapecio 5h(yo+u1) —1—; y"(€)
Simpson % h(yo + 4y1 + o) — SO y(€)
3/8 Simpson 2h(yo+3y1 + 3y + ys) 3;235 (€)

Milne / Boole

&l

h(Tyo + 32y1 + 12ys + 32ys + Tys)

(1990 + 75 y1 + 50y + 50y3 + 75ya + 19y5)

Weddle

olulbn|lw|o|~|B

.>|>—t oo|<‘.n
S| S

(41yo + 2161 + 27(4) yo + 272y3 + 27ys + 216ys + 41y6)

o también en forma més detallada
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o 1 h3 _
f(z) dx =3 h(yo+y1) — 1Y "(€) (Trapecio)
s 1 h
f(z)dx =3 h(yo+ 4y +y2) — 90 y™(&) (Simpson)
o
3 3 3h° _
f(z) dx =3 h(yo+3y1 +3y2 +y3) — 0 y™ (&) (3/8 Simpson)
o
f(z) dx Eh(7yo+32y1+12y2+32y3+7y4)——y (&) (Milne)
o 945
5 27507 .
dr =——h (19 75 50 50 75 19 ©)
. f(z) dx 288 (1990 + 751 + 50y + 50ys + 75 ya + 19y5) — 552y ()
f(z) dx :m h(41yg 4+ 216 y1 + 27 yo + 272y5 + 27 ys + 216 y5 + 41 ys)
o
9h?
_ (8)
1400 vy (&) (Weddle)
/ f(z)dx _m h[751 (yo + y7) + 3577 (y1 + ys) + 1323 (y2 + y5) + 2989 (y3 + ya)
8183 h
_ (8)
15400 v
/ (o) i =5 1989 (o -+ i) + 5858 (31 + 1) — 928 (g2 + i) + 10496 (35 + 35)
2368 hi!
— 4540 y4) — (10)
Ya) 167775 ¥y (6)
xT9 9
/ f(z) dx =39600 h 2857 (yo + yo) + 15741 (y1 + yg) + 1080 (y2 + y7) + 19344 (y3 + s)
o
173 K1t
5778 - (10)
+ (Y4 + ys)] 11620 7 (&)
/ flz 299376 h [16067 (Y0 + y10) + 106300 (y1 + yo) — 48525 (ya + ys) + 272400 (y3 + y7)
1346350 h'3
— 260550 427368 — (12
(ya +yo) + sl + ~osorsnon ¥ ©)
Ejemplo 28. Calcular
/Tr/2 dr
=7
o sin’z+ i cos? x
Los valores que se obtienen por la diferentes férmulas son :
. h 2 5
Trapecio : (0,7/2) I = §(y0 +y) = %(4—# 1) = e
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2 FORMULAS COMPUESTAS

h 4
Simpson : (0,7/4,7/2) I = 3 (yo +4y1 + y2) = % (44+4%x1.6+1)=0957

3
3/8 de Simpson : (0,7/6,7/3,7/2) 1= g%(4+2.285714286><3+1.230769231><3+1) — 0.9718406593
Milne : (0,7/8,7/4,37/8,7/2) :

2
45

I = (7 x4432x2.77905184 + 12 x 1.6 + 32 x 1.12338718 + 7 x 1) = 0.9948780488 7

ool x

3.9 FORMULAS COMPUESTAS

: . b . .
Queremos obtener una estimacion de fa f(z)dz méas exacta que la que nos proporciona la

aplicacion de una de las férmulas elementales de integracion. Una forma seria subdividir

b—a

el intervalo [a,b] en n subintervalos de forma que zy = a,x, = b,h = =

[ srte= [ s [ griosos [ storae =5 [ sio

e Para el caso de la regla del trapecio :

b
T —x Ty — Ty — Ty
/ f(z)dr = (1240) (yo+y1) + % (yi+y2)+---+ % (Yn—1+Yn)
que se denomina férmula general trapezoidal (véase figura 3.4).
Si las abcisas son equidistantes, o sea, x = xo + th tenemos :
h h h
= §(y0+y1)+§(y1+y2)+"'+§(yn—l+yn)

1 1
=|h §y0+y1+"'+yn—1+§yn

que se conoce con el nombre de regla trapezoidal.
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Z Error en las formulas compuestas

(™

,\

1}

l}

1}

l}

1}

l}

I

I

I

I

I

I

I

i e

! e

\' — O
Xo X1 X2 X3 X4 Xs Xe X7 Xg

Figura 3.4: Férmula general trapezoidal.

e Para la regla de Simpson :

[ /abf(a:)da: _ / f(w)de + / f@)de + - + / f(a)de =

(las abcisas han de ser equidistantes)

h h h
=g(yo+4y1+yz)+§(y2+4y3+y4)+-~+g(ynfz+4yn71+yn)

h
=3 (Yo + 4y +2y2 +4ys + 2us + -+ + 2Yp—o + 4Yn—1 + yn)

cuyo nombre es regla parabdlica.

3.9.1 Error en las férmulas compuestas

Teorema 3.9.1. Sea f una funcion continua en [a,b] tal que & € [a,b], Yi=1,2,....,m

y stendo «; € R no nulos y todos del mismo signo. En éstas condiciones se verifica :

Z szf(ﬁz) = O‘f(&)a siendo 5 S [(I, b]? o= Z Q;
i=1 i=1

Demostracion. Suponemos que todos los «; son positivos.
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2 FORMULAS COMPUESTAS

Sean
f(iL‘) = f?}gnf(&)
(3.8)
f(x) = max f(&)
entonces
flz) < f(&) < f(x) Vi=1,2,---,m (multiplicando por «;)
a;f(x) < a;f(&) < a;f(x) (sumando de 1 an )
Z a; f(x) < Z a; f(&) < Z a; f(x) ( sustituyendo o = Z ai>
1 1 1 i=1
af(x) < Z a; (&) < af(z) (dividiendo por «)
1
= azf 5@ TN
f) <3 28 7
1
y por el teorema del Valor Medio
— a; f (&)
= b] tal =
celatl wlawe 76 =3
Ul
e Error en la férmula trapezoidal. El error en cada subintervalo es
h3
Ei=——f"&
S (6)
Por lo tanto el error total sera la suma de los errores en cada intervalo :
E _ iE _ i—h_gf//(f) (ail) _h_3 i 1 f"(ﬁ) (teogma) _h_3 mf//(f)
T Lt 1247 12
h3 b—a\® m (b— a)h?
B " _ e en _ NPT
=g o= (20) B =-S5 e

e Error en la férmula parabdlica. En éste caso es

LTS
B = —o- 19 (&)
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Y sumando los errores de cada subintervalo :

m

Br=Y B=Y Mg =) % 1L fr(g) (< I g
T g0t Y 90 &7 90 2
(b—a)® mh?® (b—a)
oo WO T @y ey Ty ey 0T W) g
r = - (g = T (e =~ O
Ejemplo 29. Obtener diferentes estimaciones por las diferentes reglas de
4
d
/ L~ 2arctan4 ~ 2.6516353
4 1+ x2
N° abcisas | Newton-Cotes | Parabdlica | Trapezoidal | Romberg

3 5.490 5.490 4.235 5.490

5} 2.278 2.478 2.918 2.278

7 3.329 2.908 2.701

9 1.941 2.573 2.659 2.584
11 3.596 2.695 2.6511

17 2.6477 2.6505 2.6542
33 2.651627 2.65135 2.65186
85 2.656353 2.65156 2.651631
129 2.6516353 2.651617 2.6516353

3.10 INTEGRACION DE ROMBERG

En el caso de la regla del trapecio, la subdivision del intervalo de integracién en subinterva-
los mas pequenos produce una mejor estimacion de la integral (en éste caso es un proceso

convergente) Es la aplicacién de la extrapolaciéon de Richardson a la regla trapezoidal.
Sabemos que :

b [e%)
/a f(x)dz =h (%fo +fi+ o+ for + %fn) + ;am%

con h = (b—a)/n, donde los a; dependen sélo de a,by f(x).

Sea ahora
b
I :/ f(x)dz
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> INTEGRACION DE ROMBERG

y sean

1 1 b—a
T§:h<§fo+f1+---+f2k—1+§f2k)a h:77 fi = f(x;) (2 puntos )

diferentes estimaciones obtenidas subdividiendo el intervalo de integracién en n = 2 subin-
tervalos, aproximaciones a [ por la regla del trapecio.

De forma que tendremos :

T, = b;)a (%fo—l-%ﬁ)
5 (G fie )

ngbz—_za (%fo+f1+f2+f3+%f4>

Ty =

(etcétera)

Entonces :

y definimos :

Por tanto, usando (3.9) tenemos :
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Esta ultima ecuacién afirma que si aproximamos por la regla del trapecio con h; = (b —
a)/2¥t y hy = (b — a)/2F la aproximacién resultante por 1% tiene como término de error
principal O(h3).

La aproximacién T es en efecto la regla parabdlica para 2* subintervalos.

Definimos entonces en general la formula recursiva :

gm Tk+l ik k=0,1,---
T = mél m-l para (3.10)
4 - ]. m = 17 2’ ..

y la disposicién de los calculos es como sigue :

h T, T T, T{
h=b—a T\,
TN
h="t T3/ T3\
n/ 3
h="5% T T/
T

h=% TP

23

La aproximacién T¥ es la regla compuesta correspondiente a la férmula 3/8 de Simpson !
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> INTEGRACION DE ROMBERG

, pero para m > 2 no hay relacién directa entre T y alguna regla compuesta de Newton-
Cotes.
Con respecto al error en la integraciéon de Romberg se puede probar (Bauer, Rutishauser

y Stiefel (1963)) que éste error se puede expresar en forma estandar como :

b—a
2m+k

E=FL h2m+2f(2m+2) (5)7 con h =

El esquema de Romberg es de gran interés tedrico y ha sido usado en algunas rutinas
de integracién e incluso en algunos esquemas adaptativos; sin embargo, el nimero de
evaluaciones funcionales crece muy rapidamente con m.

Se puede elegir otra sucesién {h,} distinta a la {h/2"} y aiin tiene beneficios de la
extrapolacién de Richardson. La eleccién particular de {h,} = {(b — a)/p,}, donde
{pn} = {1,2,3,4,6,8,12,...} ha sido recomendada por Oliver (1971) como 6ptima en
el sentido de proporcionar la mejor precisién con el menor error de redondeo para una
“cantidad fija de cdlculo”. Aqui, los p, son los enteros de la forma 2% y 3.(2%), de forma
que todas las evaluaciones del integrando se usan en el calculo de las siguientes sumas

trapezoidales.

Ejemplo 30. Calcular por Romberg

2.2
/ lnz dx
1

Solucion : Es h=22-1=1.2

1.2 (1 1
0 _ —
Ty = 50 (5 Inl+ 2 In 2.2> = 0.4730744162

1.2
Ty =~ (n1+2In16 +1n2.2) = 05185393857

1.2
T§ =~ (In1+2mn13+2In16+2In19 +In2.2) = 0.5305351381

1.2
T3 = 6 (In1+2In1.15+2In1.3+2In1.454+2In1.6+2In1.75+2In 1.9+

+21n2.05 + In 2.2) = 0.533584731
12
C 32
+2In1.525 + 210 1.6 + 2In1.675 + 2In 1.75 + 2In1.825 + 2In 1.9 + 2In 1.975+

+2In2.05 + 21In2.125 + In 2.2) = 0.5343505905

Ty (In1+2In1.075+2In1.15+2In1.225 4+ 2In 1.3+ 2In 1.375 + 21In 1.45+

(etcétera)
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Los sumandos que aparecen subrayados son los que aparecen nuevos al pasar del elemento

Ty~" al Tf. Por tanto se podrian aprovechar las evaluaciones ya realizadas de la funcién

f v los célculos ya hechos para obtener Té“’l y asf calcular T

k—1

ok—1

ng

Los célculos se podrian ordenar de la siguiente forma :

1 (b;ga) ;f {a+b;€a(2i—1)

h TX TX Tk TX TX
h=b—a 0.4730744162 | 0.5336943755 | 0.5345896786 | 0.53460602 | 0.534606192
h=(b—a)/2 | 05185393857 | 0.5345337221 | 0.5346057646 | 0.5346061913 0
h=(b—a)/4 | 05305351381 | 0.534601262 | 0.5346061846

= (b—a)/8 | 0.5335847310 | 0.534605877
h = (b—a)/16 | 0.5343505905

3.11 INTEGRACION DE GAUSS

Definicién 4. Polinomios ortogonales
Sea {gi(x)}2, una familia de polinomios definida en [a,b]. Se dice que {g;(x)}2, es una

familia ortogonal de polinomios en [a,b] respecto de la funcion peso w(x) si :

/ w(x)Gn(2)gm (xz)dz = 0, para n #m y ademds
[ w@lan(o)ds 20

Definicién 5. Los polinomios de Legendre son una familia de polinomios {P,(z)}72,
ortogonales en el intervalo [—1, 1] respecto de la funcion peso w(x) =1 y se definen recur-

swamente como:

LEGENDRE
2n—1 —1
Pz) = L 0P @)= 2 P u(x), n>2
n
Po(z) = 1; Px)=u

Los primeros polinomios de Legendre son :
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1 1
Py(x) = 5(3x2 —1) Pi(z) = 5(5x3 — 31)

1 1
Py(z) = §(35x4 — 302% + 3) Ps(z) = g(633:5 — 702° + 15x)

Ps(z) = 1—16(231336 — 3152* + 10522 — 5) Py(z) = 11—6(429x7 — 6932° + 3152° — 35z)
Tienen las siguientes propiedades :
Propiedad 3. P,(z) es un polinomio de grado n.
Propiedad 4. Sus raices estdin distribuidas simétricamente en el intervalo [—1,1]

Propiedad 5. {Py(z), Pi(x), -+, P,(z)} es una base del espacio vectorial de los polinomios

de grado menor o igual que n. Esto es,

Vp(x) € Rlz],Joy; € R, i =0,1,...,n tales que p(z) = > a;Pi(x) de forma dnica.
i=0

Propiedad 6. Se verifica que

+1
/ P, (z)Py(x)dz =0, paran #m
-1

[ =

1 2n+1

Propiedad 7. En el caso de la integracion de Gauss-Legendre :

1 2 ( )
wy = esos
RGP -
22n+1<n!>4
R, = (2n) —1<é<1
Teorema 3.11.1. Dados los n+1 puntos (xo,vo), (X1,Y1), .-, (Tn, yn) €s posible construir

una formula de integracion que sea exacta hasta polinomios de grado 2n + 1.

Demostracion. Sean los n + 1 puntos (o, Yo), (T1,Y1);- -, (Tn, Yn) y se desea calcular

b
/ f(z) dx (3.11)
El polinomio de interpolacion de Lagrange en estos n + 1 puntos sera :
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donde € € [a, b].

Como usaremos los polinomios de Legendre, debemos tenet como intervalo de integracion

el [-1,1] en lugar del [a,b], para los cual haremos el cambio de variable :

rT=aq — Z:_]-\
s
r=b— z=+41)
Por tanto
= S gty (B ) < ) ) 4 0

Por tanto, si la férmula de integracion ha de ser exacta para polinomios hasta grado 2n+ 1

tendriamos :

Error de interpolacién Ey (z)
7\

I I AR (3)

™~

(x —zo)(x —21) ... (T — )

J

i=0 joo Ui T i (41t ~
i pol. grado n+1

pol. grado n
g

Vv
pol. grado maximo n

integrando entonces :

+1 +1 no +1 p(n+1)
/_ f(z)dx = Zf(xl)Hx J dx+/ JETLTS!)(:U—:CO)(QE—Q;Q...

1 -1 =0 j=0 " J -1

H(m_xi):(ﬂf—xo)(ﬂf—xl)...(aj—xn):

1=0
= g Po(z) + a1 Pi(z) + - + aty Po(x) + 1 Prsr(2)
y ademas :
(n+1)
JZTLTS!) = 0o Po(x) + B Pi(x) + - + Bn Pu(2)
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Por lo que (3.12) queda :

w; tiene que ser cero
+1 n ’+1n I +1nt+l n
e da::Zf(a:i)/ [[-—Fde+ ZZO@@ (x)dz  (3.15)
-1 i=0 -1 j;Q v J -1 =0 j=0
JF£

Por tanto, ya sabemos que :

n
+1 v — 1,
w; = H dz
-1 =0 ZT; —SL']'

J#i

y el segundo sumando de la ecuacién (3.15) se transforma en :

n 41
Z/ 410 Potr () Py () da
j=07-1

y tiene que ser :

+1
Z/ QBi[P(2))?dr =0= a; =0,Vi=0,1,...,n

Por tanto :
0 0 0
- —— — ——
H(I — J/’z) = Q) Po(l’) —|—061 Pl(l‘) 4+ 4 [67% Pn(flf) +C¥n+1 Pn+1(ZL’)

=0
y entonces los z; han de ser las raices del polinomio de Legendre de grado n + 1.

Por tanto :

J"Jrl H T—x;
+1 n '# xl_m]
/ flx)dz = Z w; f(z;), donde ’
-1 i=0

x; es la i-ésima raiz de P, ()
L n+1

La férmula para un intervalo arbitrario queda

b
/f(fﬁ)d-%: wkf((b;a)karb;a)Jar

n

k=1
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siendo en éste caso el error

. (b— a)2n+1(n!)4 2n
o= 1)[(2n)!]3f( (©)  (a<g<d)

Una subrutina que calcula los pesos y las raices del polinomio de Legendre de grado n y

que se puede encontrar en | | es la siguiente :

SUBROUTINE GAULEG(X1,X2,X,W,N)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)
REAL*4 X1,X2,X(N),Ww(N)
PARAMETER (EPS=3.D-14)
M=(N+1)/2
XM=0.5D0* (X2+X1)
XL=0.5D0* (X2-X1)
DO 12 I=1,N
Z=C0S(3.141592654D0* (I-.25D0) / (N+.5D0))
1 CONTINUE
P1=1.DO0
P2=0.D0
DO 11 J=1,N
P3=P2
P2=P1
P1=((2.D0*J-1.D0) *Z*P2- (J-1.D0) *P3) /J
11 CONTINUE
PP=Nx* (Z*P1-P2) / (Z*Z-1.D0)
Z1=7Z
Z=Z1-P1/PP
IF (ABS(Z-Z1).GT.EPS) GO TO 1
X(I)=XM-XL*Z
X (N+1-I)=XM+XL*Z
W(I)=2.D0*XL/((1.D0O-Z*Z)*PP+PP)
WQ+1-I)=W(I)
12 CONTINUE
RETURN
END

Definicién 6. Los polinomios de Laguerre son una familia de polinomios {L,(x)}>2,
ortogonales en el intervalo [0,4+00] respecto de la funcion peso w(x) = e™* y se definen

recursivamente como :
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LAGUERRE
Lor) = 2n—z—-1)L, 1(x)—(n—1)* L, s(z), n>2
£0(QZ) = 1; £1(1’) =1—z

Los primeros polinomios de Laguerre son :

1
Lo(z) = 5(1:2 —4xr +2)

1
Ls(z) = 6(—:1:3 + 922 — 18z + 6)

1
Ly(x) = ﬂ(.a;4 — 162° + 722* — 962 + 24)

1
) = m(—xf’ + 25z — 2002* + 6002 — 600z + 120z)

1
L¢(7) = %(xﬁ — 362° + 4502* — 24002° + 54002% — 4320z + 720)

1
L(z) = m(—x7 +492°% — 8822° + 73502* — 294002° + 529202% — 352802 + 5040)

L5 (.Z'

Tienen las siguientes propiedades :
Propiedad 8. £, (z) es un polinomio de grado n.

Propiedad 9. {Ly(z),Li(x), -+, Ly(x)} es una base del espacio vectorial de los poli-

nomios de grado menor o iqual que n. Fsto es,

Vp(x) € Rlz],Jo; € R, i =0,1,...,n tales que p(x) = > o,L;i(x) de forma unica.
i=0

Propiedad 10. Se verifica que

+o0o
L, (z)Lmp(x)dx =0, paran #m
0

/0+m[£n(x)]2dx =1

Propiedad 11. En el caso de la integracion de Gauss-Laguerre :

(e (n!)? a4, o508
U P - 2 L@ B (P

R, = ?f@”)(é), (0 < & < 400) (error)
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La féormula general para la integracion de Gauss-Laguerre queda

n

/OJFOo@_xf(-T)d-T:Z w; f(z;) + Ry,

=1

siendo x; el i-ésimo cero de L, (z).

Definicién 7. Los polinomios de Hermite son una familia de polinomios {H,(x)}>,

T

ortogonales en el intervalo [—oo, +00] respecto de la funcion peso w(x) = e~ ’ y se definen

recursiwamente como :
HERMITE

H,(z) = 20 H, 1(x)—2(n—1) H,o(z), n>2
Ho(x) = 1; Hi(x)=2x

Los primeros polinomios de Hermite son :

Hy(z) = 42> — 2 Hs(z) = 82° — 12z

Hy(z) = 162" — 4822 + 12 Hs(z) = 322° — 1602 + 120z

Hg(z) = 642° — 4802* 4+ 7202° — 120 Hy(x) = 1282" — 13442° + 33602° — 1680z
Tienen las siguientes propiedades :

Propiedad 12. H,(z) es un polinomio de grado n.

Propiedad 13. {Hy(x), Hi(z), -+ , H,(x)} es una base del espacio vectorial de los poli-

nomios de grado menor o iqual que n. FEsto es,

Vp(x) € Rlz],Joy; € R, i =0,1,...,n tales que p(z) =Y a;H;(x) de forma inica.
i=0

Propiedad 14. Se verifica que

+o0o
H,(z)H,,(z)dx =0, para n #m

+oo
/ H, ()2 = /7 2" n!
Propiedad 15. En el caso de la integracion de Gauss-Hermite :

o — 2"tinly/m 20 halym
T H (@) T n? [Haoa(w)]

5» (pesos)

()7
2n(2n)!

R, = f(Q")(ﬁ), (—o00 < & < +00) (Error)
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Por tanto, la integracién de Gauss-Hermite queda :

/+°° e flx) da = sz‘f(%) + Rn
- i=1

oo
siendo z; la i-ésima raiz del polinomio H,(x).

Definicién 8. Los polinomios de Tchebychev son una familia de polinomios {T,,(x)}>2,

ortogonales en el intervalo [—1,+1] respecto de la funcidn peso w(zx) = \/1£7 y se definen

recursivamente como :

TCHEBYCHEV
T.(z) = 2T, 1(x)— Th_2(x), n>=2
To(x) = 1; Ti(z)=u

Los primeros polinomios de Tchebychev son :

Ty(z) = 22> — 1 Ts(z) = 42 — 3z
Ty(z) = 8x* —82* +1 Ts(z) = 162° — 202° + 52
To(z) = 322°% — 482 + 1822 — 1 Ty(z) = 642" — 1122° + 562° — T

Tienen las siguientes propiedades :
Propiedad 16. T, (z) es un polinomio de grado n.
Propiedad 17. Sus raices estdn distribuidas simétricamente en el intervalo [—1, +1]

Propiedad 18. {Ty(z),Ti(x),--- ,T,.(x)} es una base del espacio vectorial de los poli-

nomios de grado menor o igual que n. FEsto es,

Vp(z) € Rlz],3a; € R, i =0,1,...,n tales que p(z) = > a;T;(z) de forma tnica.
i=0

Propiedad 19. Se verifica que

+1
/ To(x) T (x)dx = 0, paran #m

-1

[Tn(xﬂde =

—1 T stin=20

/+1 5,m/2 sin#0
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Propiedad 20. En el caso de la integracion de Gauss-Tchebychev :

2k —1
xk:cos(g), k=1,2,....n

2n

m
wg = —, (pesos todos iguales)
n

2
- (2n) _
Rn - 22n(2n)'f (5)7 ( 1 < 5 < 1) (ETTOT)
Por tanto, la integracién de Gauss-Tchebychev queda
1 - 2k — 1 2
[ g L))

Ejemplo 31. GAUSS-LEGENDRE Calcular usando tres puntos
o
LT

Solucion : haciendo el cambio y = z — 2 tenemos

1oy 5 1 81 5
y
~ — —— 4 ———— ~1.098039
/_1 y+2 91.225403 + 92 + 02.774597

mientras el verdadero valor es In3 = 1.099612.

El error es :
9 /+1 2 4 2 8
1 6! 8 1

8 1 8
E=- =~ 000002l ~ ——— < F < — ~0.045714
15750 (€ +2)7 175 (£ + 2) 175 (3)7 175

Ejemplo 32. GAUSS-LAGUERRE Calcular usando tres puntos

+o0
/ e " dx
0

Solucion :

+o00
/ r'e " dr ~ (0.711093).(0.415775)7+(0.278518).(2.294280)+(0.010389).(6.289945)" = 4319.9
0

siendo el valor exacto 7! = 5040.

El error es :
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Ejemplo 33. GAUSS-TCHEBYCHEYV Culcular con seis cifras decimales correctas

/+1 erdxr
-1 VvV 1-— .I'2
Solucion :

2T 2me
= — ¢ —-1< <1 En g = Bn
920 (2)1< " > 1Bl S Somgny

Paran =4, B, = 1.66 x 107¢ y paran = 5, B,, = 4.6 x 107Y. Aplicando la férmula para

E,

n = 5 obtenemos :

5 .
25 —1
I~ % Z exp (COS( ]10 71')) = 3.977463

100



Bibliografia

[Act90]

[Atk89]

[BF80)]

[CC89]

[CdB80)]

[DB74]

[Fro79]

(GWSY]

[Hen72]

[Hil74]

[KC94]

F.S. Acton. Numerical Methods That (Usually) Work. The Mathematical As-

sociation of America, Washington, 1990.

K. E. Atkinson. An Introduction to Numerical Analysis. John Wiley, New York,
2nd. edition, 1989.

R.L. Burden and D. Faires. Andlisis Numérico. Grupo Editorial Iberoameri-

cana, México, 1980.

S.C. Chapra and R.P. Canale. Numerical Methods for Engineers. McGraw-Hill

International, New York, second edition, 1989.

S. D. Conte and C. de Boor. Elementary Numerical Analysis: An Algorithmic
Approach. McGraw—Hill, New York, third edition, 1980.

Germund Dahlquist and Ake Bjorck. Numerical Methods. Prentice-Hall, En-
glewood Cliffs, New Jersey, 1974.

C.-E. Froberg. Introduction to Numerical Analysis. Adison—Wesley, Reading,
Massachusetts, 2nd. edition, 1979.

C.F. Gerald and P.O. Wheatley. Applied Numerical Analysis. Addison—Wesley
Publishing Co., Reading, Massachusets, fourth edition, 1989.

P. Henrici. Elementos de Andalisis Numérico. Ed. Trillas, México, 1972.

F. B. Hildebrand. Introduction to Numerical Analysis. McGraw—Hill, New York,
second edition, 1974.

D. Kincaid and W. Cheney. Andlisis Numérico : las matemdticas del cdlculo

cientifico. Addison-Wesley Iberoamericana, 1994.

101



> BIBLIOGRAFIA

[MLI1] M. J. Maron and R. J. Lopez. Numerical Analysis: A Practical Approach.
Wadsworth, Belmont, California, third edition, 1991.

[PEFTV86] W. H. Press, B. P. Flannery, S. A. Teukolsky, and W. T. Vetterling. Numerical
Recipes: The Art of Scientific Computing. Cambridge University Press, New
York, 1986. 3.11

[RR78] Anthony Ralston and Philip Rabinowitz. A First Course in Numerical Analysis.
McGraw-Hill, New York, 2nd. edition, 1978.

[Sch89]  H.R. Schwarz. Numerical Analysis. John Wiley & Sons, Chichester, 1989.

[YG73a] David M. Young and R.T. Gregory. A Survey of Numerical Mathematics, vol-
ume [. Dover Publications, New York, 1973.

[YG73b] David M. Young and R.T. Gregory. A Survey of Numerical Mathematics, vol-
ume II. Dover Publications, New York, 1973.

102



	INTRODUCCIÓN
	EVALUACIÓN DE POLINOMIOS Y SUS DERIVADAS
	ERRORES Y APROXIMACIONES
	Cifras significativas
	Exactitud y precisión

	ERRORES. SU DEFINICIÓN
	ERRORES DE REDONDEO
	ERRORES DE TRUNCAMIENTO
	PROPAGACIÓN DEL ERROR
	Aplicación de la fórmula del error a las operaciones fundamentales

	CÁLCULOS CON COMA FLOTANTE
	Cancelación catastrófica
	Inestabilidad de algunos algoritmos
	Condicionamiento de un problema
	Resolviendo una ecuación cuadrática


	INTERPOLACIÓN
	INTRODUCCIÓN.COEFICIENTES INDETERMINADOS
	FÓRMULA DE LAGRANGE
	ERROR DEL POLINOMIO DE INTERPOLACIÓN
	ELECCIÓN ÓPTIMA DE LOS PUNTOS
	Polinomios de Tchebychev

	FÓRMULA DE NEWTON EN DIFERENCIAS DIVIDIDAS
	NEWTON EN DIFERENCIAS FINITAS
	NEWTON EN DIFERENCIAS PROGRESIVAS
	NEWTON EN DIFERENCIAS REGRESIVAS
	INTERPOLACIÓN POR SPLINES CÚBICOS
	AJUSTE DE FUNCIONES. APROXIMACIÓN MÍNIMO CUADRÁTICA

	DERIVACIÓN E INTEGRACIÓN NUMÉRICAS
	DERIVACIÓN NUMÉRICA
	Introducción

	FÓRMULAS CON DOS PUNTOS
	FÓRMULAS CON TRES PUNTOS
	FÓRMULAS CON CUATRO PUNTOS
	DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR
	FÓRMULA DE EXTRAPOLACIÓN DE RICHARDSON
	Introducción
	Extrapolación de Richardson

	INTEGRACIÓN NUMÉRICA
	Caso lineal (dos puntos)
	Caso cuadrático (tres puntos)

	TABLA DE FÓRMULAS ELEMENTALES DE INTEGRACIÓN
	FÓRMULAS COMPUESTAS
	Error en las fórmulas compuestas

	INTEGRACIÓN DE ROMBERG
	INTEGRACIÓN DE GAUSS


