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Interpolacion y Aproximacion

Question 1 Top 1 Bottom Focus Help

Obtener el polinomio de interpolacién usando la formula de Newton en diferencias progresivas/regresivas y utilizando la tabla de valores que sigue. Interpolar en el
punto x = 3/2.

paf-2] -54 [ -12 [ 14 Qif  7;
|vi[—51[-111385/10241[-[195/32]|-[4227/10241[0[[13731/1024] |

You have not attempted this yet

The teacher's answer was:

-542 x?+x°+3 x—x*

This can be entered as:

-5H+2KX 24X 5+3%X - X4

Solution:

Sabemos que si tenemos los n+1 puntos (xi,yi), i=0... n, en los cuales las abscisas son equidistantes (es h=3/4), y queremos calcular el polinomio que interpola en
dichos puntos utilizando la férmula de interpolacién de Newton en diferencias finitas, hemos de usar: (ver http://pcm.dis.ulpgc.es/an/tutor/newtondf.pdf)

X—X0

pn(s) = E ( ]S( ) A¥yo, dondes=
k=0
O también:
) )

Dn(S)=Y0+SAY0+[; )A2y0+...+[; )A"yo

en las que aparecen las diferencias progresivas Ak yo, obtenidas a partir de los valores en los puntos proporcionados por la tabla. Esta formula se usa cuando el punto
en el que se quiere interpolar esta préximo al punto inicial xo (recuérdese que xo < X1 < ... < xn si h > 0 y al contrario si h < 0). Cuando se quiere interpolar cerca de
Xn se usa la formula en diferencias regresivas:

X—Xn

n n
pn(u) = E [u+1}:—1 }Vk Vn = 2 (—1)k[ —ku }Vk yn, dondeu=
k=0 k=0

O también:

pn(W)= yn + u Yyn + [ u;’l ) V2 yn + .. [ u+2_1 ) Vlyn = yn+ (—1)[ _1u ) Vyn + (—1)2[ _zu ) V2 yn + .. (—1)“[ _nu ) " yn

Primero calculamos la tabla de diferencias progresivas/regresivas/finitas:

XK vk Alyvt A%/ v? A3/v3 | A%y VA | ADVE
2 51
-5/4-11385/1024[40839/1024
12| -195/32 | 5145/1024 [-17847/512
1/41-4227/1024 | 2013/1024 | -783/256 |16281/512
1 0 4227/1024 | 1107/512 | 2673/512 |-1701/64
13731/1024(13731/1024| 297/32 |3645/512 |243/128(3645/128

~
N
=

La diagonal de la tabla de diferencias finitas estd en color rojo, y sus valores representan las diferencias progresivas en yo. En color azul, ultima linea horizontal, estdn
las diferencias regresivas en yn.

Formula progresiva

La diagonal es entonces: [-51,[40839/1024],—[17847/512],[16281/512],—-[1701/64],[3645/128]], que se corresponde exactamente con el conjunto de valores que
aparece en la férmula en diferencias finitas progresivas de yo y por tanto, los polinomios de Newton son los siguientes:

po(s) = -51 (interpola en el primer punto)
p1(s) = 40839/1024 s + po(s) = [40839/1024] s—51 (interpola en los 2 primeros puntos)
p2(s) = —[17847/1024] s (s—=1) + pi1(s) = —[17847/1024] $2+[29343/512] s—51 (interpola en los 3 primeros puntos)
p3(s) = [5427/1024] s (s—1) (s—2) + p2(s) = [5427/1024] 53—[2133/64] sz+[17385/256] s—51 (interpola en los 4 primeros puntos)
pa(s) = —[567/5121s (s—1) (s—2) (s—=3) + p3(s) = —[567/512] s%+[12231/1024] s3-[23301/512] s2+[9543/128] s—51 (interpola en los 5 primeros puntos)
p5(s) = [243/1024] s (s—1) (s=2) (5-3) (5—4) + pa(s) = [243/1024] s>~[891/256] s*+81/4 s~459/8 s2+321/4 s—51 (interpola en todos los puntos)
O también,
p(s) = =51 +[40839/1024][s/1!] —[17847/512][(s (s=1))/2!]1 +[16281/512][(s (s=1) (s=2))/3!]1 =[1701/64][(s (s=1) (s—2) (s=3) )/4!] +[3645/128][(s (

s—1)(s-2) (s=3) (s—4))/5!] = [243/1024] s°~[891/256] s*+81/4 s3~459/8 s?+321/4 s—51

en funcién de s=[(x—x0)/h] = 4/3 x+8/3. Si lo queremos en funcion de x, deshaciendo el cambio, tenemos:
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pP(X) = —— (4/3x+8/3) %= — (4/3x+8/3) 4+81/4 (4/3 x+8/3) 3-459/8 (4/3 x+8/3 ) 2+107 x+163 = —5+2 x2+x°+3 x—x*
1024 256

Férmula regresiva

De forma anéloga, la ultima linea horizontal de la tabla de diferencias finitas es [[13731/1024],[13731/10241,[297/32],[3645/512],[243/128],[3645/128]], y sus
valores se corresponden con las diferencias regresivas en yn, que son los valores que aparecen en la formula en diferencias regresivas. En este caso, los polinomios de
Newton son los siguientes:

po(u) = 13731/1024 (interpola en el ultimo punto)

p1(u) = 13731/1024 u + po(u) = [13731/1024] u+[13731/1024] (interpola en los 2 ultimos puntos)

p2(u) = [297/64]1 u (u+1) + p1(u) = [297/64] u?+[18483/1024] u+[13731/1024] (interpola en los 3 Gltimos puntos)

p3(u) = [1215/1024] u (u+1) (u+2) + p2(u) = [1215/1024] u3+[8397/1024] u?+[20913/1024] u+[13731/1024] (interpola en los 4 Gltimos puntos)

pa(u) = [81/1024]u (u+1) (u+2) (u+3) + p3(u) = [81/1024] u?+[1701/1024] u3+[1161/128] u?+[21399/1024] u+[13731/1024] (interpola en los 5 tltimos
puntos)

ps(u) = [243/1024]Ju (u+1) (u+2) (u+3) (u+4) + pa(u) = [243/1024] u®+[2511/1024] u*+[5103/512] u3+[10719/512] u?+[27231/1024] u+[13731/1024]
(interpola en todos los puntos)

O también,

p(u) = [13731/1024] +[13731/1024]1[u/1!]1 +[297/32][(u (u+1))/2!1 +[3645/512][(u (u+1) (u+2))/3!1 +[243/128][(u (u+1) (u+2) (u+3))/4!] +[3645
/128][(u (u+1) (u+2) (u+3) (u+4))/5!] = [243/1024] u5+[2511/1024] u*+[5103/512] u3+[10719/512] u?+[27231/1024] u+[13731/1024]

en funcién de u=[(x—xn)/h] = 4/3 x—7/3. Si lo queremos en funcién de x, deshaciendo el cambio, tenemos:

243 2511 5103 10719 9077 3113
p(X) =—— (4/3x-7/3) %+ (4/3x=7/3) 4+ —— (4/3x-7/3) 3+ (4/3x=7/3) %+ X—
1024 1024 512 512 256 64
Los polinomios obtenidos por la férmula progresiva y la regresiva son idénticos, ya que se ha considerado la totalidad de los puntos de la tabla en ambos casos. Y
légicamente, también coincide con el polinomio que se obtendria si se utilizase la formula de Newton en diferencias divididas o Lagrange con esta tabla de datos. La
grafica de p(x) y de los puntos (xi,yi), i=0...5 es la que viene a continuacién

= 542 x24+x°+3 x—x*

Interpolacion

Se trata de interpolar en el punto x = 3/2, que esta préximo al tltimo valor de la tabla, por lo que utilizaremos la férmula regresiva de Newton. Parax = 3/2 es u =
(x-xn)/h = -1/3 y sustituyendo este valor en alguna de las expresiones obtenidas para la férmula regresiva (todas las formulas obtenidas permiten una reformulacién tipo
Ruffini-Horner, de forma que se puede minimizar el nimero de operaciones aritméticas a realizar) obtenemos

209

p(=1/3) = —

32
Si se quiere interpolar en puntos no cercanos a uno de los extremos de la tabla, p.e., en un valor cercano a uno de los del centro de la tabla, podemos tomar una
subtabla (eliminando algunos elementos del comienzo o del final) de forma que uno de sus valores extremos sea préximo al punto donde se quiere interpolar.
Si se quieren utilizar todos los valores de la tabla, hay que recurrir a una férmula de interpolacion en diferencias centrales como Stirling, Bessel o Gauss.
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