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Interpolacion y Aproximacion

Question 1 Top 1 Bottom Focus Help

Se quiere aproximar la funcién f(x) = In( 6 x ) en el intervalo [1,7] utilizando interpolacién polinémica con 4 puntos equidistantes en dicho
intervalo ¢Cudl es el error maximo tedrico que se cometeria en el punto 1.6? ¢Y cudl el error real?
You have not attempted this yet

The teacher's answer was:
[ 1
| 3.860.0541 |
L ]

Solution:

Como los 4 puntos han de ser equidistantes en el intervalo [1, 7], tomamos como h = (7—1)/(4—1) = 2 y los puntos son entonces: [1, 3, 5, 7].
Por tanto, los puntos de interpolacién son:

e [1.00000000 [3.00000000 [5.00000000 [7.00000000
fvi [1.7917595 [2.8903718 [3.4011974 [3.7376696

Sabemos que la formula que nos da una estimacién conservadora del error de interpolacién viene dada por: (ver http://pcm.dis.ulpgc.es/an/tutor
lerror interp.pdf)

0+ Dgy)
E = f{(x)-p(x) = ————— (x—x0)(x—x1)...(X—Xn)
(n+1)!
en la que se han considerado los n+1 puntos (xk,yk), k=0,...,n. En nuestro caso son 4 puntos, por lo que necesitamos calcular la derivada cuarta
de la funcién f(x)=In( 6 x ) . Tenemos:
t(l)(x) =x1l= t(z)(x) =-x2 = t(B)(x) =2x3 = t(4)(x) =-gx %

Esta ultima derivada cuarta, considerada en valor absoluto, tiene su valor maximo en el intervalo [1,7] en el punto x = 1. con valor 6 (comprobar).
Por tanto, la cota de error viene dada por:
| 8 \

—(1.6-1)(1.6-3)(1.6-5)(1.6—-7)
El error real es la diferencia entre el valor de la funcién en el punto dado,o sea, f(1.6), y el valor que nos proporciona el polinomio de interpolacién,
evaluado en el punto, o sea, p(1.6).
Con la tabla de valores del comienzo, podemos obtener el polinomio de interpolacién y su valor en x=1.6. Como solo necesitamos conocer el valor
p(1.6) podemos hacerlo por la formula de Newton en diferencias divididas y evaluar directamente para obtener que p(1.6) = 2.20766008. Si lo
calculamos explicitamente, el polinomio resulta ser:

[E| = = 3.8556 = 3.8556

p(x) = 0.00861319375 x3—0.1509920812 x*+1.41302956 x+0.8928354314
El error real es por tanto:
Error real = |f(1.6) — p(1.6)| = |2.2617631-2.20766008| = 0.05410302

A continuacién aparecen las gréficas de la funcién f(x)=In( 6 x ) (verde), del polinomio de interpolacién p(x) (azul) y de los puntos de
interpolacién (xi,yi), i=0...3 (rojo). También aparecen el punto donde se calcula el error y el segmento que representa el error real que se comete
al interpolar, con un punteado en rojo, si la gréfica total lo permite.
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Una cuestion mas interesante es saber la cota del error en la totalidad del intervalo, independientemente de cudl sea el punto x en dicho intervalo,
y considerando estos mismos puntos de interpolacién. Para ello debemos encontrar una cota del producto [Ji=0™ (x—xi) = | (x—1) (x—=3) (x=5)
(x—7) | en el intervalo [1,7]. En la gréfica que sigue, se ha dibujado el producto [[(x—xi) en color azul, y con trazo rojo, las correspondientes
partes positivas de la grafica anterior que son negativas, ya que el producto ha de ser considerado en valor absoluto, y por tanto, la grafica a tener
en cuenta queda en la regién no negativay > =0. Como se observa, los valores maximos se presentan en los puntos 6.236067977,1.763932023
donde la funcién [[(x—xi) vale 16 (comprobar)

[
A
1
N |

10

5]

—10-

Por tanto, la cota del error en todo el intervalo viene dada por:

6
|[Emax en [1,7]] = — max |(x—1)(x—3)(x-5)(x=7)| =
4! x e1,7]
=4=4
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