
Interpolación y Aproximación

Question 1 Top 1 Bottom Focus Help

 

Se quiere aproximar la función f(x) = cos( π x ) en el intervalo [1,2] utilizando interpolación polinómica con 4 puntos dados por el vector x=[1.5,
1.8, 1.1, 1.3]. ¿Cuál es el error máximo teórico que se cometería en el punto 1.9? ¿Y cuál el error real?
You have not attempted this yet

The teacher's answer was:







0.0779 0.00457






Solution:

Por tanto, los puntos de interpolación son:

xk 1.50000000 1.80000000 1.10000000 1.30000000

yk .19615310e-7 .80901707 -.95105649 -.58778521

Sabemos que la fórmula que nos da una estimación conservadora del error de interpolación viene dada por: (ver http://pcm.dis.ulpgc.es/an/tutor
/error_interp.pdf)

E = f(x)−p(x) =
f(n+1)(ξx)

(n+1)!
(x−x0)(x−x1)...(x−xn)

en la que se han considerado los n+1 puntos (xk,yk), k=0,...,n. En nuestro caso son 4 puntos, por lo que necesitamos calcular la derivada cuarta
de la función f(x)=cos( π x ) . Tenemos:

f(1)(x) = −sin( π x ) π⇒ f(2)(x) = −cos( π x ) π2  ⇒ f(3)(x) = sin( π x ) π3  ⇒ f(4)(x) = cos( π x ) π4

Esta última derivada cuarta, considerada en valor absoluto, tiene su valor máximo en el intervalo [1,2] en el punto x = 1. con valor π4

(comprobar). Por tanto, la cota de error viene dada por:

|E| ≤




π4

4 !
(1.9−1.5)(1.9−1.8)(1.9−1.1)(1.9−1.3)




= 0.0008000000004 π4 = 0.0779272729

El error real es la diferencia entre el valor de la función en el punto dado,o sea, f(1.9), y el valor que nos proporciona el polinomio de interpolación,
evaluado en el punto, o sea, p(1.9).
Con la tabla de valores del comienzo, podemos obtener el polinomio de interpolación y su valor en x=1.9. Como solo necesitamos conocer el valor
p(1.9) podemos hacerlo por la fórmula de Newton en diferencias divididas y evaluar directamente para obtener que p(1.9) = 0.94648476. Si lo
calculamos explícitamente, el polinomio resulta ser:

p(x) = −4.70118522 x3+21.14104672 x2−28.56602373 x+11.1481806

El error real es por tanto:

Error real = |f(1.9) − p(1.9)| = |0.95105653−0.94648476| = 0.00457177

A continuación aparecen las gráficas de la función f(x)=cos( π x ) (verde), del polinomio de interpolación p(x) (azul) y de los puntos de
interpolación (xi,yi), i=0...3 (rojo). También aparecen el punto donde se calcula el error y el segmento que representa el error real que se comete
al interpolar, con un punteado en rojo, si la gráfica total lo permite.
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Una cuestión más interesante es saber la cota del error en la totalidad del intervalo, independientemente de cuál sea el punto x en dicho intervalo,

y considerando estos mismos puntos de interpolación. Para ello debemos encontrar una cota del producto ∏i=0
n (x−xi) = | ( x−1.5 ) ( x−1.8 ) (

x−1.1 ) ( x−1.3 ) | en el intervalo [1,2]. En la gráfica que sigue, se ha dibujado el producto ∏(x−xi) en color azul, y con trazo rojo, las
correspondientes partes positivas de la gráfica anterior que son negativas, ya que el producto ha de ser considerado en valor absoluto, y por tanto,
la gráfica a tener en cuenta queda en la región no negativa y > =0. Como se observa, el valor máximo se presenta en el punto 2. donde la función
∏(x−xi) vale 0.063 (comprobar)

Por tanto, la cota del error en todo el intervalo viene dada por:

|Emax en [1,2]| ≤
π4

4 !
max

x ∈ [1,2] 
|(x−1.5)(x−1.8)(x−1.1)(x−1.3)| =

= 0.002625 π4 = 0.2556988641

(cc) Jesús García Quesada 2010

Mark summary:

Question Value Your mark

1 3.00 -
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