AIM Quiz

1of2

Derivacion e integracion

Question 1
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Obtener el valor proporcionado por Gauss-Legendre de la integral de la funcién f(x) = cos( 7 x ) en el intervalo [1,4]

utilizando 12 puntos.
You have not attempted this yet

The teacher's answer was:

—0.0552

Solution:

La férmula de integracién de Gauss-Legendre usando n puntos es:

1 n

[ _
. f(x) dx = E

k=1

wk f(xx) + R

donde xx es la k-ésima raiz del polinomio de Legendre de orden n, Py(x), y wk €l peso correspondiente a xx, que se puede

calcular por las férmulas:
2 2(1

—x1%) 2

wk="_____ =
(1=x%) [P'n(xK)]?

(+1)? [Pps1(x1)]?

n Pp_1(xk)

ya que (1—x2) P'a(x) = n [x Pp(x)—Pp—-1(x)] [*]. El error que se comete es del orden de:

22n+1 (n!)4
Rp =
(2n+1) [(2n)113

20 (g)

(-1<€¢t<1)

P'n(xk)

Para un intervalo arbitrario [a,b] en lugar de [—1,1], debemos hacer el cambio de variable (dif. divididas):

x=-1-z=a

(b—a) b-a

(1+1) 2
x=1-z=Db

=z=a+— (x+1)

b-a b+a

2 2

Por tanto, la férmula para un intervalo arbitrario [a,b] usando n puntos es:

rb b—-a [ 1
f(z) dz =— f
N 2 Ja

Ewkf

/(b a)

b-a

=X+ =2dz=""4dx

2

b+a\
Xk +—— + Ry
5/

donde xi es la k-ésima raiz de Pp(x), y wk el peso correspondiente a Xk, siendo el error que se comete del orden de

(b_a)2n+1 (n!)4

Ry = 2@, (@a<t<b)
(2n+1) [(2n)113
El polinomio de Legendre de orden 12 es
231 676039 969969 2078505 255255 225225 9009
P12(x) = + - x8— x5+ X = X
1024 1024 512 1024 256 1024 512

que tiene por raices y pesos asociados a las raices:

GAUSS-LEGENDRE, 12 puntos

Xk

Wk

-0.9815606342467193

0.0471753363865118

-0.9041172563704749

0.1069393259953184

-0.7699026741943047

0.1600783285433462

-0.56873179542866174

0.2031674267230659

-0.3678314989981802

0.2334925365383548

-0.1252334085114689

0.2491470458134028

0.1252334085114689

0.2491470458134028

0.3678314989981802

0.2334925365383548

0.5873179542866174

0.2031674267230659

0.7699026741943047

0.1600783285433462

= | =
Slelo|le|lvlou|les|w|n|~|F

0.9041172563704749

0.1069393259953184

12/0.9815606342467193

0.0471753363865118

Para obtener estos valores se pueden consultar las tablas preferidas (p.e. del Abramowitz-Stegun) o también usar Newton-

07/20/2011 06:24 PM



AIM Quiz

2 of 2

http://localhost:2611/aimyork/Alice

Raphson para obtener las raices xx y alguna de las formulas anteriores para calcular los pesos, tal como se hace en la
subrutina/procedimiento gauleg del libro Numerical Recipes. La aproximacién inicial que utiliza la subrutina para calcular xx
es cos((m (k—0.25))/(n+0.5)). Para calcular P'y(x) se usa la formula [*].

Por tanto, la estimacion de la integral con este numero de puntos es:

12 12
(4 4-1 (41 4+1
cos(7x) dx ~—— 2 wi fl— x+— 1 = 312 E wi cos( 21/2 xi+35/2 ) = —0.05515450811
) 2 & \ o 2/ =

siendo f(x) = cos( 7 x) . (I =-0.0551545081077161)

Como el valor maximo de la derivada 2n-ésima es

max |f?M(x)| = max |f?¥(x)]= max |191581231380566414401 cos(7 x)|=191581231380566414401
x € [a,b] x €[1,4] x €[1,4]
una cota superior del error cometido con 12 puntos es entonces:

| (b—a)?™*! (n)* | 163561686917666989204701
I f<2n>(g)| = =0.000001431117082
2n+1) [(2n)!1]3 114289521794635260755968000000

Y el error real cometido con 12 puntos al nimero de decimales considerado es:
|En| = |—0.05515440149 — (-0.05515450811)| = 0.00000010662

Sigue una gréafica de la funcidn, y el &rea determinada por la curva en el intervalo pedido. Aparecen con un cuadrado los
diferentes puntos sobre la curva de f. Estos valores son los que se multiplican por sus pesos correspondientes, para realizar

el célculo de la integral.
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