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Derivacion e integracion

Question 1 Top 1 Bottom Focus Help

Obtener el valor proporcionado por Gauss-Legendre de la integral de la funcién f(x) = cos( 5 x ) en el intervalo
[1,2] utilizando 3 puntos.
You have not attempted this yet

The teacher's answer was:
0.0852

Solution:
La férmula de integracién de Gauss-Legendre usando n puntos es:

1 n

Jr—l f(x) dx = E wk f(xk) + Ry

k=1
donde xx es la k-ésima raiz del polinomio de Legendre de orden n, Py(x), y wk el peso correspondiente a x,
que se puede calcular por las férmulas:
2 2 (1-x) 2
Wk = = =
(1-x) [Pn0l®  (n+1)? [Ppaq(x]? 1 Pn-10a0) P'alxio

ya que (1—x2) P'n(x) = n [x Pp(x)—Pp—1(x)] [*]. El error que se comete es del orden de:
22n+1 (1)
Rp=———""1@® (-1<g<D
(2n+1) [(2n)!1])°
Para un intervalo arbitrario [a,b] en lugar de [-1,1], debemos hacer el cambio de variable (dif. divididas):
x=-1l-z=a

(b—a) b-a b-a b+a b-a
=z=a+— x+l)=""x+——=2dz=""4dx
(1+1) 2 2 2 2

x=1-z=bD

Por tanto, la formula para un intervalo arbitrario [a,b] usando n puntos es:

b b-a 1 (b—a) b+a b-a (b—a) b+a
[ f(z) dz=— [ gl x4+ Ddx=—— E W £l Xk+—\+Rn
Ja 2 b 2/ 2 & Voo 2/
donde xx es la k-ésima raiz de Pp(x), y wk el peso correspondiente a xk, siendo el error que se comete del

orden de

(b—a)?"*1 (n1)
Rp=——"""1@), (@a<f<b
(2n+1) [(2n)!]3
El polinomio de Legendre de orden 3 es
P3(x) = 5/2 x°=3/2 x
que tiene por raices y pesos asociados a las raices:

GAUSS-LEGENDRE, 3 puntos

Xk Wk

k
1(-0.7745966692414834|0.5555555555555556
2
3

0.0000000000000000 10.8888888888888889
0.7745966692414834 |0.5555555555555556

Para obtener estos valores se pueden consultar las tablas preferidas (p.e. del Abramowitz-Stegun) o también
usar Newton-Raphson para obtener las raices xx y alguna de las férmulas anteriores para calcular los pesos,
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tal como se hace en la subrutina/procedimiento gauleg del libro Numerical Recipes. La aproximacioén inicial que
utiliza la subrutina para calcular xx es cos((mr (k—0.25))/(n+0.5)). Para calcular P'y(x) se usa la férmula [*].

Por tanto, la estimacion de la integral con este nimero de puntos es:

3 3
2 2-1 (21 2+1
cos(5x) dx=— > wk fl—— x+——) = 12 3 wq cos(5/2xc+15/2) = 0.08519549929
Jy 2 & ) 2/ =

siendo f(x) = cos(5x).(I=0.0851954992901919)

Como el valor méaximo de la derivada 2n-ésima es

max |f?M(x)] = max |fO(x)| = max | -15625cos(5x)|=15625
x € [a,b] x €[1,2] x €[1,2]

una cota superior del error cometido con 3 puntos es entonces:
| (b—a)?™*! (n1)* 125

| (2n+1) [(2n)!13 |~ 16128
Y el error real cometido con 3 puntos al nimero de decimales considerado es:
|En| =]0.08298063275 — (0.08519549929)| = 0.00221486654

Sigue una grafica de la funcidn, y el area determinada por la curva en el intervalo pedido. Aparecen con un
cuadrado los diferentes puntos sobre la curva de f. Estos valores son los que se multiplican por sus pesos
correspondientes, para realizar el calculo de la integral.

|Rn| f2n) | < =0.007750496032
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